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第 一 章 预备 知识 


记 号 

1.1 贯穿 本 专著 的 始终 , 区 域 这 个 术语 和 符号 虽 专 门 用 来 表示 实 
n 维 欧 氏 空间 R" 中 的 开 集 . 我 们 将 论 及 定义 在 人 上 的 函数 的 可 微 
性 和 可 积 性 ， 这 些 函数 都 允许 是 复 值 函数 ,除非 另 有 相反 的 声明 ， 
C 表示 复数 域 ， 对 于 cEC HBR u, v, RH cu, flute, Puy 总 
是 按照 

(cu)(2)= cula), 

(u+v)(4)=u(r)+ olt), 

(uv) (r)= u(r )o(z) 
在 一 切 使 右 端 有 意义 的 点 上 逐 点 定义 的 . 

T= (Ti e, Tn) 表示 及 ”中 一 个 点 ; 它 的 范 数 是 : 

|x| -人 位 3) x FA YARE- y= > ty. 


1=1 
如 果 A= (a, =e, On) 是 非 负 整 数 &j 的 一 个 % 重 组 ， 我 们 
把 z 叫做 一 个 多 重 指 标 (multi-index) H. H 2° HRA RA 


= 之 Hy i Ratan, Fes, wo Re F l<j<n, 
D; =Z, -N 
D= D] 1e Dr 
表示 一 个 阶 数 为 |&| 的 微分 算 子 .。 DOn u=u. 
如 果 &% 和 8 是 两 个 多 重 指标 , 假如 对 jn, ba 我 们 就 


说 paa kitah 也 是 一 个 多 重 指标 而 且 |w 一 8 十 18j= ja. 
» 了 。 


我 们 还 记 
QA! 一 al gts 
而 且 , 如 果 P<a 则 
(aae mr (a) a) 
对 在 7z Pr fal PERT RK u eo, ALMAE Leibniz 
AX 


Drow) (2) = Eh 5 praca) 
是 成 立 的 . 
12 ”如果 GCR" ,我们 用 于 来 表示 G 在 R* 中 的 闭 包 , 假如 CCO 
而 且 刀 是 了 "的 紧 子 集 ( 即 有 界 闭 集 )， 那 么 记 作 GCC 如果 
是 定义 在 G 上 的 半数, 我们 把 
suppu= {2eG:u(z) 40) 

eC MAURER, Rilke 在 只 中 具有 紧 支 集 ， 如 果 suppucc 
QQ 我们 将 用 “bdryG* 来 表示 人 G 在 R" 中 的 边界 , 即 , BA ENG, 
ith G@= R'°~G= {rER":z4G} 是 G 的 余 集 . 

如 果 sER” H. GCR", 我 们 用 “dist(x, G)” RER x A) G HE 
离 , 也 就 是 数 inf1z 一 9|， 类 似 地, 如 果 F, CR", 


dist (F, GD) 一 infdist (y, G)= inf|r—g]. 
rer i 


拓扑 向 量 空间 


1. 3 ”我们 假定 读者 熟悉 实 或 复数 域 上 向 量 空间 的 概念 , 以 及 与 之 
有 关 的 维 数 、 子 空间 、 线 性 变换 和 凸 集 的 概念 ， 我 们 还 假定 读者 
熟悉 一 般 拓扑 学 , Hausdorff 拓扑 空间 , 较 弱 和 较 强 的 拓扑 ， 连 续 
函数 , 收敛 序列 , 拓扑 积 空间 , 子 空间 和 相对 拓扑 的 基本 概念 。 
7-2? è 


除非 有 相反 的 志明， 贯穿 本 专著 的 始终 一 切 向 量 空间 都 被 认 
为 是 复数 域 上 的 向 量 空间 。 

1.4 拓扑 向 量 空间 , 以 后 缩写 为 TVS, 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空 
间 ， 也 是 一 个 向 量 空间 ， 对 此 空间 向 量 空间 的 加 法 和 数 乘 运 算 都 
是 连续 的 , BN, 如 果 开 是 一 个 TVS, WBMES XxX A 
Cx X BX th PRA 

(x, y)mat+y FA Cc, x)—>0w 
是 连续 的 , 如 果 开 的 原点 的 每 一 个 邻 域 包含 一 个 凸 的 邻 域 , NX E 
局 部 西 的 TVS. 

下 面 我 们 将 概 赂 地 叙述 一 下 在 Sobolev 空间 研究 中 起 重要 
作用 的 拓扑 空间 和 赋 范 空间 理论 的 一 些 方面 ， 大 部 分 结果 都 将 略 
去 证 明和 细节 ;. 对 于 这 些 课 题 的 更 完全 的 讨论 ， 介 绍 读者 去 看 泛 
函 分 析 的 标准 教科 书 , 例如 , Yosida[69] 或 Rudin[59]. 

1.5 我 们 把 定义 在 上 的 数值 函数 fF UMARZA Be 
R 了 是 线性 的 , 假如 

flaxt+ by) =af(z)+bf(y), x, YEX, a, BEC. 
4 XE—P TVS, X 上 的 泛 函 叫做 连续 的 ,如果 这 个 泛 函 从 下 
到 C 是 连续 的 ， 共 中 C 具有 由 Euclid 度量 导出 的 道 常 的 拓扑 ， 

XX 上 一 切 连 续 线性 泛 函 组 成 的 集合 叫做 下 的 对 偶 空间 ， 并 用 

X RRA, 在 逐 点 的 加 法 和 数 乘 的 意义 下 ， 马 是 一 个 向 量 空间 : 

(f-+9g)(z) 一 AZ) 十 9CZ) (ef)(z)=0f(2), 
f, gEX', rEX, cE. 

an X'S MIRE, 则 开 ' 是 一 个 TVS， 这 种 拓扑 之 一 

就 是 弱 - 星 拓扑， 也 就 是 使 得 对 每 个 fTEX' ， 由 了 (有) 二 f(z) 定义 

的 X' 上 的 泛 函 了 ;对 于 每 个 xeX 是 连续 的 最 弱 的 拓 盾 ， 例 如 , 在 

L. 52 节 中 介绍 的 Schwartz 广 义 函数 空间 中 就 用 了 这 种 拓扑 , 对 于 
e Ze 


Res AAS RBA TP RM, REAP 
偶 空间 本 身 就 是 一 个 赋 范 空间 (1. 10 节 ), 


im 3 = 

16 RX LAP X LM PRB, 它 满足 

G) X$—-Y) eX, f(r) 0, 等 号 当 且 仅 当 c= 0 PAT, 

Cii) 对 每 个 wEX 和 cER, f(ex)=le| f(x), 

Gii 对 于 z, yEX, f(rt+y)<f(2)4+ fly). 

赋 范 空间 是 已 经 规定 了 范 数 的 向 量 空间 . 除 在 有 些 地 方 引 入 
更 简单 的 记号 外 , 范 数 将 用 | .; 了 1 来 表示 H 7 之 0 时 , 集合 
B,(z)= {y€X: ]y—a; X| <r} 
叫做 中 心 在 EX EBA r 的 开 球 . X 的 子 集合 4 叫做 开 集 , 如 果 
对 每 个 zxE4 FETE roo 使 得 B,(z)C4， 这 样 定义 的 开 集 构 成 并 的 
一 个 拓扑， 对 这 个 拓扑 而 言 卫 是 一 个 TVS， 这 个 拓扑 叫做 子 上 
的 范 数 拓扑 , CE Pash PF Br) 的 闭 包 是 | 
B,(2)= {y€X: ]y—a; X| <r}. 

一 个 TVSX WT Rey, WRX VHX LMR PER 
导出 的 拓扑 一 致 ， 向量 空间 上 两 个 不 同 的 范 数 叫 做 等 价 的 ， 如 时 
它们 导出 也 上 的 相同 的 拓扑 ， 即 ， 如 果 对 某 个 常数 c>0, 对 一 切 
XEX 


elzh <Izls<(+)iet,, 


Lhal le EX LMP IER. 

MARX FAY EREET, MIRAE — PAE X RE Y E 
的 一 对 一 的 线性 算 子 工 ， 而且 对 每 个 2€X 具有 性 质 h(x); Y]= 
Jo; XI, WLM X MY AM —-T*+FRABRS, MX AY Mie 
FAH WEX=Y, 互相 等 距 同 构 的 空间 常常 看 成 是 一 样 
e4 & 


的 ， 因 为 它们 具有 同样 的 结构 而 仅 有 的 差别 只 是 它们 的 元 素 的 性 
质 不 同 而 已 . | 
1.7 赋 范 空间 有 中 的 序列 {zs} 收敛 到 zo YA MYER p 
lim |, 一 zo; 下 | 二 0, 的 范 数 拓扑 由 收敛 的 序列 完全 确定 . 
赋 范 空间 卫 的 子 集合 仿 叫 做 在 了 中 稠密 , 如 果 每 个 zxE 和 是 8 
中 的 元 素 构成 的 序列 的 极限 ， 赋 范 空 间 忆 叫做 可 分 的 ， 如 果 并 有 
WARE R, 
1.8 赋 范 空间 X 中 的 序列 《zs,} 叫做 Cauchy 序列 当 且 仅 当 
Jim |zm 一 x。; X]=0, WMX op AE Cauchy FAKA X HH 
一 个 极限 , WX 完备 的 而 且 是 一 个 Banach 空间 . 每 一 个 赋 范 空 
la] X RB E—7 Banach 空间 或 者 是 一 个 Banach 空间 了 的 一 个 
稠密 子 集 , 它们 的 范 数 满足 
jz;Yl=]z; 有 | 对 一 切 zex 
如 果 是 后 面 一 种 情况 ,了 叫做 下 的 完备 化 ， 
19 ”如果 玉 是 一 个 向 量 空间 ， 定 义 在 买 x 和 上 的 证 范 (.，)x my 
做 及 上 的 内 积 , 假如 对 一 切 %,y,zEX Fl a, BEC 
G) (s, x=(y, x) x, 
(Gi) (axtby,2)x=a(z, 2)x+b(y, 2)7, 
Gii) (s,s)x=0 当 且 仅 当 z=0， 
其 中 5 表示 cEC WIM. 给 定 了 这 样 一 种 内 积 后 ，X 上 的 
一 种 范 数 就 能 够 用 、 
lz; X= (a, £)? (1) 
EM. WR EI PIR P XE Banach AR, XU 
Hilbert 空间 ， 在 范 数 是 从 内 积 经 由 (1) 得 到 的 任何 赋 范 空间 中 ， 
平行 四 边 形 定律 
lz+y; XI + lae—y; X]?= 2a; X) +2ly; XI? (2) 
是 成 立 的 。 


Raw PB 
1.10 AEG FAdn Fy RE RS X Ha A aX? 上 的 一 
种 范 数 : 
fa’ s X’| = aw aie a , xv’ EX", 

由 于 C 是 完备 的 ， 具 有 由 这 种 范 数 导出 的 拓扑 的 是 一 个 Ban- 
ach 空间 (不 论 也 是 不 是 Banach 2 i ) m AMY fie X By HS At 1B, 如 
AX EAA, WX 的 范 数 拓 扩 是 比 1.5 节 中 定义 的 弱 - 星 拓 
扑 更 强 的 拓扑 ( 即 具 有 更 多 的 开 集 ). 

如 果 瑟 是 一 个 Hilbert 空间 ， 就 能 够 用 一 种 自然 的 方式 把 
AX POWER X 看 成 是 一 样 的 . 
1.11 定理 (Riesz 表示 定理 ) 设 总 是 一 个 Hilbert 空间 , X LWA 
PETZ BB oo” 属于 X' 当 且 仅 当 存在 EX 使 得 对 一 切 YE 和 有 

x (y)=(y, 4)x 

这 时 jz Xis le; Xl. mH r 是 由 2 CX’ 唯一 确定 的 . 

赋 范 空间 互 的 向 量子 空间 下 本 身 在 下 的 范 数 下 是 一 个 赋 范 空 
间 , 而 县 这 样 贼 范 的 到 叫做 开 的 一 个 子 空 间 。Banach 空间 的 闭 子 
空间 是 Banach 空间 , 
1.12 定理 (Hahn-Banach 4 % z #) i ME BEZH XT 
空间 ， 如 果 m’ CM’, 则 存在 w EX’, 使 得 对 一 切 mEM, |x’; X J= 
Im; M mE v (m)=m'(m). 
1.13 研 范 空间 呈 到 其 二 次 对 偶 空 间 X'=(X)' 的 一 个 自然 线 
性 内 射 是 由 映射 Jx 给 出 的 ,yx FEDEX WA 

drt =x (2), t EX’ 
给 出 ， 由 于 Jarle Sle X ile XI, 我 们 有 
[J xa3 X" | <a; X]. 


另 一 方面 , Hahn-Banach 定理 保证 了 , 对 任何 :EX 能够 找到 一 -个 
a’ EX’ lr; X j=, 而 且 r (z)= Jas X], A 
Iz; X" | = lz; X], 

从 而 J: REX X 的 一 个 等 距 同 构 . 

如 果 同 构 的 值 域 是 全 空间 X”"， 我 们 说 赋 范 空间 了 是 自 反 的 . 
自 反 空间 必定 是 完备 的 , 因此 是 Banach 空间 . 
1.14 定理 RXRRBUESA, XZARWHYARYX ZAR 
A XA DO4ARYX 是 可 分 的 ， 因 此 ， 如 果 开 是 可 分 且 
自 反 的 , 则 斑 ' 也 是 可 分 且 自 反 的 . 
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1.15 BAYES X hy B wi BE a CX’ 仍然 连续 的 X 上 的 
最 弱 的 拓扑 。 除 非 互 是 有 限 维 的 情形 ， 弱 拓扑 比 和 上 的 范 数 拓扑 
Æ. Hahn-Banach 定理 的 一 个 推论 就 是 赋 范 空间 中 的 一 个 闭 
凸 集 在 该 空间 的 弱 拓 扑 下 也 是 闲 的 ， 关 于 开 上 的 弱 拓 扑 收 全 的 序 
IURE Sk. 于 是 ， 假 如 对 一 切 wEZ EC p a (a, >a’ (2) 
那么 在 和 中 wx。 WKAR xz. 我 们 用 ra >r 表示 一 个 序列 (ary) HEX 
中 依 范 数 收敛 到 a; Ho, RRB, MF le (@,—2) |< 
[x's X | la, 一 zx; X| RAN BS 2, > 0 BR oc, 2, — BEI OLR 
一 定 依 范 数 收 敛 . 


紧 集 
116 研 范 空间 对 的 子 集 4 叫 做 紧 的 ， 如 果 44 中 的 每 个 点 列 包含 
一 个 子 序 列 ， 读 子 序列 在 耻 中 收 化 到 4 中 的 一 个 元 素 。 紧 集 是 闭 
有 界 集 , 但 闭 有 界 集 不 一 定 是 紧 的 , REX BARE, ARR 
紧 (Precompact) 的 , 如 果 其 闭 包 A (在 范 数 拓扑 下 ) 是 紧 的 ，4 On 
做 弱 序 列 紧 的 (Weakly.Sequentially Compact), 如 果 和 4 中 的 每 个 
«7. 


序列 包含 一 合子 序列 ， 该 子 序 列 LEX eh BG Oh BA oh a, 
Banach 空间 的 自 反 性 能 借助 于 这 个 性 质 表 征 出 来 . 
1.17 定理 Banach 空间 是 自 反 的 当 且 仪 当 XX 的 闲 单 位 球 
B,(0) = {zxEX; ja; XS) ERFAR H. 
1.18 定理 集合 4 在 Banach 2A X EER AMF 
每 个 正 数 e>0 HEP AX PHAM RMARLRN., RAA 
下 性 质 : 

4GSUBe(9)。 


具有 这 种 性 质 的 集合 Ne 叫做 4 的 一 个 有 限 e -网 。 
— % 1 & 


1.19 FEMA THR EBM, X EN 
fit — 25 0h, ANE Oe? 的 数 e， 存 在 一 个 数 6(e) 
>0, 使 得 如 果 x,yE 有 满足 1x; X] = ly; 了 一 1 和 |z 一 邹 了 之 Ml) 
[(aty)/2; X]<1—S(e), 这 时 赋 范 空间 马 本 身 叫 做 “一 致 凸 的 ” 
但 是 要 注意 一 致 凸 性 是 范 数 的 性 质 一 并 可 以 有 一 个 非 一 致 上 的 
等 价 范 数 ， 任 何 可 赋 范 的 空间 里 做 “一 致 唔 的 ”如 果 该 空间 具有 一 
A BOGE, 平行 四 边 形 定律 (2) 表明 Hilbert 空间 是 一 致 
Poy. . 
1.20 定理 ”一致 是 的 Banach 空间 是 自 反 的 . 

将 用 下 面 两 个 定理 来 建立 在 第 三 章 中 引入 的 Sobolev 空间 
的 可 分 性 , 自 反 性 和 一 致 凸 性 . 
1.21 定理 BX Banach 空间 MAX 的 子 空间 歼 关 于 X 上 
的 范 数 拓扑 是 闭 的 . 则 在 且 的 范 数 下 开本 身 是 一 个 Banach 空间 . 
而 且 

(i) ”如果 了 是 可 分 的 , 则 以 是 可 分 的 ， 

(Gi) ”如 果 于 是 自 反 的 , 则 到 是 自 反 的 ， 


=c 8 » 


(iii) ”如 果子 是 一 致 凸 的 , WME. 

的 完备 性 ， 可 分 性 和 一 致 凸 性 容易 从 也 的 相应 的 性 质 得 到 
了 HY 的 自 反 性 是 定理 L 17 AMMA MX OS et PERI 
这 一 事实 的 推论 
1.22 定理 对 于 j=1,2,…,%, BX; 是 范 数 为 1 的 Banach 
空间 。 由 点 &= (zh +, Ta), wj€X;, 组 成 的 笛 卡 尔 积 空 间 


X= [TXz; 
` del 


在 定义 
Z 十 3 一 (ata, wets Lut Yn)> cr (ex, arty Cta) 
下 是 一 个 向 量 空间 而 且 关 于 以 下 互相 等 价 的 范 数 


2 1 
rl»= (Salas Y, 1<pco, 
g=1 ` 


Jelc = max jæ; hy 


中 的 任何 一 个 而 言 是 一 个 Banach 空间 ， 而 且 

GO) 如 果 对 ISSN, X 是 可 分 的 , 则 了 是 可 分 的 ; 

Gi) WEH l<j<n, X; 是 自 反 的 , 则 及 是 自 反 的 ; 

Gii 如 果 对 l<j<n, X; 是 一 致 是 的 , 则 六 是 一 致 同 的 . 更 确 
切 地 说 , Han 1<p<oo 则 1 上 yw 是 了 上 一 致 曲 的 范 数 . 

读者 可 以 验证 泛 函 1'| cw,1 志 ? 志 0, 实 际 上 是 了 上 的 范 数 而 且 
关于 这 些 范 数 中 的 每 一 个 处 都 是 完备 的 ， 从 不 等 式 1z]) 专 1z]s 
志 |zh 忆 m1z1wy 可 得 出 这 些 范 数 的 等 价 性 . 六 的 可 分 性 与 一 至 
山 性 容易 从 空间 X; 的 相应 性 质 得 出 . 总 的 自 反 性 可 通过 定理 1. 17 
RF tit X’ fa] 允 间 的 一 个 自然 间 构 (例如 见 引 理 3.7) 从 各， 


1=1 


1<jxn, 的 自 反 性 得 到 ， 


算 子 和 嵌入 


1.23 ”因为 赋 范 空间 六 的 拓 拉 是 由 它 的 收敛 序列 决定 的 ， 定 义 在 
瑟 上 到 拓扑 空间 了 中 的 算 子 了 是 连续 的 当 且 仅 当 在 式 中 加 -~>z 时 
在 了 中 就 有 f(x, )->f(z)， 对 于 任何 其 拓扑 是 由 收敛 序列 来 决定 
的 拓扑 空间 对 (第 一 可 数 空间 ) 而 言 , 也 是 这 样 的 情形 . 

设 了 了 ,了 是 赋 范 空间 而 是 从 有 到 了 中 的 一 个 算 子 , 算 子 了 
叫做 紧 的 , 如 果 当 4 在 习 中 有 界 时 7(4) 是 准 紧 的 ,[ 赋 范 空间 中 的 
有 界 集 是 包含 在 对 于 某 个 R>0 的 球 BO 中 的 集合 ]， 如 果 f 
是 连续 而 且 紧 的 算 子 ， 那 么 是 完全 连续 的 ， 如 果 当 A4 在 瑟 中 有 
界 时 (4) 在 了 中 有 界 , 那么 是 有 界 的 . 

每 个 紧 算 子 是 有 界 算 子 . 每 个 有 界线 性 算 子 是 连续 算 子 , 因此 
每 个 紧 线性 算 子 是 完全 连续 的 . 

1.24 我 们 说 赋 范 空间 下 谍 入 到 赋 范 空间 了 ， 并 且 记 作 了 -> 了 来 
Bem IX HRA, 假如 

G) 六 是 了 的 向 量子 空间 ,而且 

Gi) ”对 一 切 x€ 对 由 1zx=z 定义 的 了 到 了 中 的 人 恒 同 算 子 是 过 

因为 了 是 线性 的 , Gi) 等 价 于 存在 一 个 常数 歼 使 得 

Hz; Yi< MIz; X], r€X, 

在 某 些 情形 全 是 了 的 子 空间 和 了 是 恒 同 映射 的 要 求 可 以 减弱 
为 允许 把 互 的 某 些 典 型 线性 变换 能 入 到 工 中 去 . (Sobolev 空间 
Hy WRAL Sobolev 空间 幅 人 到 连续 函数 空间 中 去 都 是 例子 ， 
RARE, ) 

如 果 冉 人 算 子 了 是 紧 的 , RAHA ERAY h, 
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连续 函数 空间 
1.25 QE R" 中 一 个 区 域 ， 对 任何 非 负 整 数 m, 设 0"(Q) 是 
由 一 切 在 人 上 连续 的 函数 $ 且 其 偏 导数 Dedg，jcl 委 mm， 也 在 Q 上 
连续 的 函数 组 成 的 向 量 空间 . 我们 简写 作 CCQ) =C(Q). 令 
C” (Q) = | 门 0"(8)， 子 空间 CoCQ) FI CF(Q) FB CCQ) 和 
C™(Q) 中 有 紧 支 集 的 函数 组 成 . 
1.26 AOR, C(O) 中 的 函数 不 必 在 上 有 界 ， 如 果 
4%EC (2) 在 人 上 有 界 且 一 致 连续 ， 则 乡 有 一 个 到 只 的 闲 包 马 的 唯 
一 的 , 有 界 且 连续 的 延 拓 .因此 ， 我 们 定义 向 量 空间 Cm( 人 0) 是 由 
PEC™(Q), H0<lal<m, Dog HO LAR A— Sse yA 
成 的 . [注意 CR 4C7(R"), J C7 (Q) 2—*+ Banach 2 ij, 其 
范 数 由 
[4;07(Q) |= max sup|D°4(z)| 
给 出 ， 
1.27 如 果 0<4<1, 我 们 定义 C” (Q Æ C(O) HEA, 是 由 
C” (O) 中 的 那样 一 些 函 数组 成 ,对 于 <la <m; Do 在 人 9 中 满 
是 指数 为 1 fy Holder 条件, 即 存在 常数 天 使 得 
|D d(x) -DG | SEK |a—y|4, z, EQ. 
C” (O) 是 一 个 Banach 空间 , 其 范 数 由 
1g; CO)1=14;C"(CG)1 
+ max 2, sup SODIO) 


A 
O<lai<m 2,¥En x y 
TAY 


给 出 .要 注意 , 对 于 0<v<4<1 
co (0) Se (Q)Se7(Q). 
CQ) ¢e™"(O) 也 是 显然 的 一般 说 也 有 OTUs 
s 11 。 


O” (O), (AEM ERR O'(O)CO™ (OQ) Ea HEM, BENE 
均值 定理 所 要 求 的 凸 区 域 就 是 这 样 一 种 区 域 ( 见 定理 1. 31), 

如 果品 是 有 界 区 域 , 下 面 两 个 众所周知 的 定理 对 确定 C(Q) 的 
子 集合 的 稠密 性 和 紧 性 提供 了 有 效 的 判别 准则 . 如果 pE), 
我 们 可 以 认为 $ EELE LA, 即 把 5 和 $$ 在 的 闲 包 上 的 唯 
一 的 连续 延 拓 看 成 是 一 样 的 
1.28 定理 (Stone-Weierstrass 定理 ) QR 中 的 有 界 区 
域 , C(Q) 的 子 集合 入 在 C(G) 中 稠密 , 若 4 具有 下 面 四 条 性 质 : 

(i) WARS, PEA TH CEC, 则 +, dp 和 cf 都 属于 A; 

(ii) 如 果 SEA, 则 DEA, 3h Do HIE; 

(iii) 如 果 a, yEO, zy, 则 存在 SEA 使 得 $(7) 尖 $9); 

(iv) 如 果 zxEQ, MEE GEA 使 得 %z) 尖 0. 

1.29 it MEQE R 中 有 界 ， 则 r= (sr, x) 的 全 体 有 理 
复 系数 多 项 式 卫 在 C(G) 中 稠密 ，( 如 果 c= cj 十 fc， 其 中 cy Me. 
是 有 理 数 , cEC 是 有 理 复 数 . ) 因 此 , COBH, 

证 明 由 Stone-Weierstrass 定理 , 7 的 多 项 式 的 全 体 构 成 的 集合 
在 C(Q) 中 笑 密 ， 在 紧 集 口上 任何 多 项 式 能 够 用 可 数 集合 P 中 的 
KH BGI, MUP BECO HAR. D 

1.30 定理 (Ascoli-Arzela 定理 ) jFO ÆR’ 中 的 有 界 区 域 . 
C(O) 的 子 集合 玉 在 C( 如 ) 中 是 准 紧 的 ， 假 如 下 面 两 个 条 件 成 立 : 

O 存在 常数 琢 使 得 对 一 切 SEK MEA, le) <M. 

Gi) 对 每 个 es>0 存在 >o 使 得 如 果 JEK, s, yE 而 且 
iz—y| <ð, MIE) |<e, 

PFs LE LT SP BB ES ERA 
1.31 定理 设 m 是 一 个 非 负 整数 而 令 0<»<4<<1， 则 存在 下 
RARR: 

o™(Q)—>0"(Q), (3) 
se 12 。 


o*(Q)—>0"(Q), (4) 
c™(Q)—>c""(Q). (5) 
WO Ba Ri, 则 嵌入 (4) 和 (5) 是 紧 的 。 如 果 介 是 凸 的 , 就 有 更 
进一步 的 内 人 关系 
o71(Q)—>0(Q), (6) 
co™*!(Q)—>0""(Q). (7) 
如 果 只 是 有 界 凸 区 域 , 则 人 嵌入 (3) 和 (7) 是 紧 的 ， 
证 明 ”从 明显 的 不 等 式 
CARO ESA DIF 
19; CCO) T8; C”) 
立即 得 到 嵌入 (3) 和 (4) 的 存在 性 。 为 了 证 实 (5), 我 们 注意 到 对 于 
jal <m, 


|D*6(2)—D*d(y)| 


sup 


ota P 
ER 
和 
= APAD EWL <a sup |D°d(2)|, 
由 此 我 们 得 到 


1¢507"(Q) [<3]; CAD]. 

ROB s, yEQ， 则 由 平均 值 定理 , ER eM yh 
RR LEEA ER EB D)e) = (ay) VDAC), 
其 中 yu= (Du, Dau, +, Dat), FE 

|[D*6(z)—D°6(y)|<n|a—y]1;0"°'(Q) I, (8) 
所 以 


143C%1(Q)| <n] d;0"'(Q)§, 

因此 证 明了 (6), 从 (5) 和 (6) 就 得 到 (7). 

现在 假定 只是 有 界 的 ， 如 果 4 是 Co:(@) 中 的 有 界 集 , 则 存在 
形 使 得 对 一 切 SEA, 1630 (QI<M, (At—H) $E4 和 一 切 2 
JEN, JACI) |< M|a—y|*, 根据 定理 1. 30, 4 是 C(Q) 中 的 
准 紧 集 ， 这 就 证 明了 m= 二 0 时 (4) 是 紧 的 . 如果 m> m HAE 
C"2(G) 中 是 有 界 的 , 则 4 在 C"《 合 ) 中 有 界 而 且 存在 序列 {8} CA 
使 得 在 CC 可 ) 中 8->$， 但 {D1 和 在 C%*( 百 ) 中 也 是 有 界 的 ， 所 以 
{9 有 一 个 子 序 列 , MEWE ERE CA) Dipp. CCQ) 
中 的 收 钙 性 就 是 在 从 上 的 一 致 收敛 , RITE y= Did, 我 们 可 以 继 
续 以 这 样 的 方式 抽取 子 序列 ， 直 到 我 们 得 到 一 个 子 序列 ， 它 在 
CCQ) PHB a, 0<al<m, WA Dr$; 一 D"$， 这 就 证 明了 (4) 
的 紧 性 、 关 于 (5) 的 紧 性 我 们 论证 如 下 , 对 CO"*( 日 ) 的 有 界 子 集中 . 
的 一 切 4 

|D°¢(z)—D°d(y) | -( [D*4(2)—D°d(y)| y 

|a—y|” ja—y}* 
x |D°g(z) —D*d(y) |17 
<const|D°¢(z)—D*¢(y)['""4. (9) 

因为 (9) 式 表明 任何 在 C™ (2) ERLE CC) silk Oey EA 
也 在 C™ "(2 re Oe, Ha 4) ERENG) RHE. 

最 后 , MRO BO BAR, 把 连续 嵌入 (67) 和 AH] ARR 
入 (4) 和 (5) 结 合 起 来 就 得 到 (3) 和 (7) 的 紧 性 . D 

在 比 2 的 凸 性 更 弱 的 条 件 下 能 得 到 嵌入 (6) 和 (7) 的 存在 性 以 
及 (3) 和 (7) 的 紧 性 . 例如， 如果 任 何 点 对 x,yEQ 能 用 OQ 中 长 度 
不 超过 |x 一 y| 的 某 个 固定 倍数 的 可 求 长 弧 连 起 来 的 话 ， 那 么 我 们 
EAA AEOR NETER 从 而 完成 证 明 。 请 读者 证 明 (6) 

是 紧 的 . 

© 14 > 


R” 中 的 Lebesgue 测度 

1.32 本 专著 所 研究 的 许多 函数 空间 是 由 R" 的 区 域 上 的 Lebes- 
gue 意义 下 可 积 函数 组 成 的 我 们 假定 多 数 读者 是 熟悉 Lebesgue 
测度 和 积分 的 , 即使 如 此 本 书 中 还 是 包含 了 Lebesgue 理论 的 一 个 
简短 的 讨论 , 特别 是 和 以 后 要 研究 的 L 空间 和 Sobolev 空间 有 关 
的 那些 方面 。 所 有 的 证 明 都 略 去 了 ， 关 于 Lebesgue 理论 以 及 更 
一 般 的 测度 和 积分 的 更 完全 和 更 系统 的 讨论 ， 读 者 可 以 参考 任何 
一 本 关于 积分 论 的 标准 著作 , 例如 Munroe 的 书 [48]. 
1.33 R" 中 一 组 子 集 则 做 一 个 o -代数 ， 如 果 下 列 条 件 
成 立 : 

(i) BR"Ez. 

(ii) WẸ AEF, j A= {xER": wt ASE. 


Gii) 如 果 ASCE, j=1, 2, =, M 4;€E2. 
1=1 


从 (i) 到 (ii) 立 得 

(iv) ØER, 

(v) 如果 AEZ, j=1,2 =, I) AVES, 

f=1 

(vi) 如 果 4, BEZ, 则 A~B=A BED, 
1.34 世上 的 一 个 测度 上 指 的 是 三 上 的 一 个 函数 ,函数 值 或 取 在 
RU {+00} 中 ( 正 测 度 ) 或 取 在 C HAWA), 这 个 函数 在 如 下 意 
义 下 是 可 数 可 加 的 ， 4 A;E2, j= 1, 2, very 而 且 对 J#k, AjMA, 
= 时 

uU 4) = B43). 
j=l f=1 


(对 复 测 度 而 言 , HERRA, 若 右 端 的 级 数 收敛 , 一 定 是 
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绝对 收敛 的 . ) 如 果 是 一 个 正 测度 ， 又 如 果 A, BED iH ACB, 
则 J(4) 志 p(B)， 还 有 , 如果 AEE, j=1, 2 -i ACCAC N 


u (L) 4)=lima(4), 
f=1 je 


1.35 ”定理 存在 一 个 由 R 中 的 子 集合 组 成 的 -代数 三 以 及 
一 个 具有 下 列 性 质 的 三 上 的 正 测度 u: | 

Ci) R" 中 每 个 开 集 属于 也 

Gi) 如 果 4CB，BEZ， 而 且 p(B)=0， 则 AE 而且 uA) 
= 0, 

Gii) 如 果 A= {xER": a;La; Kb; j=1, 2, n), NI AEE 而 


B. (A= J] G a;). 
g=1 


(iv) 4 是 一 个 平移 不 变量 , 即 , 如 果 xER" 而 且 ACS, 则 

x+A={x+y:yCAJED MH. u(a+A)=u(A), 

S HAM R" 的 (Lebesgue) 可 测 子 集 ; u Mik R” h H 

(Lebesgue) 测度 ，( 当 我 们 所 需要 的 只 是 R" 的 测度 时 ， 在 这 些 
术语 中 将 不 用 “Lebesgue” 这 个 词 )， 对 于 AEE, 我 们 把 uA) 
4 的 测度 或 4 的 体积 ， 因 为 Lebesgue 测度 是 Rs 中 体积 概念 的 自 
然 推 广 .我 们 不 去 考虑 “测度 "和 “体积 ”形式 上 的 区 别 , 对 于 在 几何 
上 容易 形象 化 的 集合 ( 球 , 立方 体 区 域 ), 我 们 常常 采用 “体积 ”这 一 
术语 , WAS He volA 来 代替 uA), Z R'A R? PRER ARE 
积 比 体积 更 合适 ， 
1.36 如 果 BCACR" 而 且 p(B)=0， 则 任何 在 集合 A-B 的 一 
切 点 上 成 立 的 条 件 叫 做 在 4 中 多 手 处 处 (a.e. ) 成 立 的 条 件 ， 易 见 
R 中 可 数 集 的 测度 为 零 , 但 其 道 不 真 . 

在 可 测 集 上 定义 而 且 在 RU {一 oo, 00} 中 取 值 的 函数 叫做 可 

测 函 数 ,如 果 对 一 切实 数 a, 集合 


ea {6 >» 


(x: f(4)>a} 

是 可 测 的 ， 可 测 函 数 的 一 些 比较 重要 的 性 质 列 在 下 面 的 定理 中 . 
137 定理 (a) WR BTM, Fl eo Mee. 

(D) 如 果 了 和 9g 是 实 值 可 测 函 数 ， 则 了 十 g 和 fg 也 是 实 值 可 
WAR. 

Cc) BHR fn Ae T R EA, Msupf,,,inff,, lim supy 
lim inf f 都 是 可 测 范 数 ， 

Cd) 如 果 了 是 定义 在 可 测 集 上 的 连续 函数 , 则 了 是 可 测 函 数 ， 

(e) 如 果 了 是 及 到 R 中 的 连续 函数 ， 而 9 是 实 值 可 测 函 数 ， 
则 由 了 og(z)=f(g(z)) 定义 的 复合 函数 fog 是 可 测 函 数 ， 

(F) (Lusin 定理 ) 如 果 了 是 可 测 国 数 ， 而 对 cca’, (A) 
<oo, f(2)=0, 又 如 果 e>0, 则 存在 一 个 函数 gECo(4) 使 得 

Sup|9(2) | <sup|f(z)| 而 且 HEER": f(z)F9(7)) <e. 
1.38 ACR" Ho 

xi l 当 xE4 时 

0 当 aA 时 

定义 的 函数 X 4 iA HE, R” 上 的 一 个 实 什 函数 s 叫 
做 简单 函数 ,如 果 s 的 值 域 是 有 限 个 实数 . 如 果 对 于 一 切 % s(x )E 


{G1 t, Om}, MUBARA s= DaX ap 其 中 AS WER": s(t)=a3}, 


而 且 s 是 可 测 的 当 且 仅 当 As An =, 4 是 可 测 的 ， 由 于 下 面 的 
逼近 定理 , 简单 函数 在 积分 论 中 是 一 个 非常 有 用 的 工具 ， 

1.39 定理 给 定 一 个 定义 域 为 4CR 的 实 值 函数 ， 存 在 一 个 简 
H RREA Sn}, (S) EA LABAR f. 如 果 了 是 有 界 的 , 则 可 
以 选 到 一 致 收敛 到 了 的 简单 函数 序列 {s\， 如 果 了 是 可 测 函 数 ， 
则 每 个 s* 都 可 以 选 为 可 测 函数 ， 如 果 了 是 非 负 的 , 那么 可 以 选 到 
序列 (sw} 使 得 在 每 一 点 上 {ss)} 是 单调 增加 的 . 
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Lebesgue 积分 
1.40 现在 我 们 能 够 给 定义 在 可 测 集 ACR" 上 的 实 值 可 测 函 数 
的 (Lebesgue) 积 分 下 定义 了 。 对 于 简单 函数 s= Dat ay 其 中 
A;CA, A; 是 可 测 的 , 我 们 定义 E 
| p0- Zanta) (10) 


如 果 了 是 非 负 可 测 函 数 , 我 们 定义 

| PKz)az=sap| s(@)ae (11) 
共 中 上 和 确 界 是 对 在 4 外 等 于 零 而 在 4 中 满足 O< (2) < f(x) 的 可 
测 简单 函数 s(z) 取 的 。 如 果 f(z) 是 非 负 简单 函数 ， 则 由 (10) 和 
(11) 给 出 的 | (za 的 两 个 定义 是 一 致 的 。 注意 非 负 函 数 的 积 
分 可 以 是 十 oo. 

如 果 了 是 实 值 可 测 函 数 , 我 们 令 f==f* 一 了 ,其 中 
f'=max(f, 0i f =-—min(f, 0)， 它 们 都 是 非 负 可 测 函 数 。 假 
如 右 端 的 两 个 积分 至 少 有 一 个 是 有 限 的 ， 我 们 定义 

| Fe)az=- | Pa 一 | Fyi. 
如 果 上 式 中 的 右 端的 两 个 积分 都 是 有 限 的 ， 我 们 说 了 是 4 上 的 
(Lebesgue) T RAR, 4 LAAT RRB AE LA). 
1. 41 定理 ”假定 下 面 出 现 的 一 切 函 数 和 集合 都 是 可 测 的 

(a) 如 果 了 在 4 上 有 界 而 且 x(4)<co, 则 了 EL'(4)， 

(b) 如 果 对 一 切 zE4, a<f(2)<b, 又 如 果 u(A)<oo, Bil 

au(A)<| f(2)de<byCA). 


(c) 如 果 对 一 切 eEA, FSIE), RMR f, g 的 积分 都 存 
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在 , 则 
| Faz)ar<| gioas. 
(d) mÆ f, ELCA), W f+gEL (A) TEL 
| f+9)@ d=] zyaz+| gez. 
Ce) 如 果 FEL (A)T CER, M efEL'(A), TH. 
| Cef @)de=e | Figo 
Cf) 如 果 JELA); WF] EL (A), EEL. 
|| fee)as|<| ias. 
(9) 如 果 FEL (A)T BCA, 则 FEL (B); 此 外 ， 如 果 对 一 切 
nEA, f()>0, M | 
| Ke)ar<| Fo. 
Ch) 如 果 x(4)=0, 则 | fz)az=0. 
(6) 如果 fEL'(4), 又 如 果 对 一 切 BOCAR | f(z)az= 0 则 在 
A 上 几乎 处 处 有 f(z)==0. 
1.42 定理 如 果 f 是 了 L(R") 中 的 一 个 元 素 或 是 RY 上 的 非 负 可 
测 函 数 , 则 由 
XA)= | fz)ds 
定义 的 集合 函数 4 是 可 数 可 加 的 ， 因 此 在 由 R" 的 Lebesgue 可 测 
子 集 构成 的 c- 代 数 上 4(4) 是 一 个 测度 . 
积分 的 这 种 可 加 性 的 一 个 推论 是 对 于 积分 来 说 测度 为 零 的 子 
集 可 以 忽略 ， 即 ,如 果 了 和 9 是 4 上 的 可 测 函 数 而 且 在 4 上 f(z) 


=g(z) a. e, M| f(z)az= | 9(z)dz， 因 此 ，Z(4) 中 两 个 几乎 处 


® 9 。 


处 相等 的 函数 被 看 作 是 一 样 的 ， 

下 面 三 个 定理 涉及 积分 和 极限 过 程 的 交换 问题 ， 
1.43 定理 (HARARE) B ACR SYM, 而 ts) 是 一 
个 可 测 函 数 序列 , 对 一 切 xE4 满足 KESKSESSE Ill 


lim| f,(e)dz= | Cimf.(2))dx. 


1.44 (Fatou 引 理 ) ACR 是 可 测 集 ， 又 设 他 ”是 一 个 非 负 
可 测 函 数 序列 ， 则 


| (liminff,(2))de<liminf | f(T ds. 


1.45 定理 (控制 收敛 定理 ) 设 ACR EWE, LET WAR 
序列 {f) 在 4 上 和 点 收敛 到 一 个 极限 函数 .如 果 存 在 一 个 函数 
9gEL'(4) 使 得 对 一 切 %w 和 一 切 zE4 A | f(t) |< G2), 则 


limf fa(z)de= |, Cimf.(2))de. 


1.46 可 测 集 4CR* 上 复 值 范 数 的 积分 定义 如 下 , 令 f 二 4 十 i2, 其 
rH u 和? 是 实 值 的 ,了 叫做 可 测 的 当 且 仅 当 多 ?都 是 可 测 冰 数 . 假 
dnl f |= Geo)? 在 1.40 节 所 说 的 意义 下 属于 L(A), BRAT 
说 了 在 4 上 是 可 积 的 ， 且 记 作 FELA). 对 于 FEL (ATi EB. R 
是 对 这 种 f, f HRE 


| fe)ae= | wear+ i| oyiz 


定义 .容易 验证 ELAM AMY u, vEL(A), Z1 37a, b, 
d—f), 定理 1. 4i (a, d—i), 定理 1. 420 Re JEL (RI 以 及 定理 
1. 45 都 可 以 推广 到 了 是 复 的 情形 。 

下 面 的 定理 使 我 们 能 够 借助 于 Lebesgue 测度 上 来 表示 某 些 
AWE, 它 是 定理 1 42 的 逆 定 理 ， 
1.47 定理 (Radon-Nikodym 定理 ) i A 是 定义 在 R 上 
a 20» 


的 Lebesgue 可 测 子 集 构 成 的 gc- 代数 之 上 的 复 测 度 ， 假 定 对 一 
DE u(A)=0 的 ACE, ACA)=0, WEE FEL CR" ) 使 得 对 一 切 
AEZ 


A(A)= | fds. 
消 数 由 4 在 差 一 个 零 测 集 的 音义 下 完全 确定 ， 
1.48 如 果 了 是 定义 在 下 "+ 的 子 集 4 上 的 函数 , 我 们 可 以 认为 f 
是 依赖 于 一 对 变量 (z， 妇 的 国 数 ，zER"* 而 JER"， 了 在 4 上 的 积 
分 通常 表 为 
| fea, waray, 
或 者 , 如 果 还 要 求 在 R” 都 有 积分 的 话 , 还 可 表 为 
| .Fa y)X a(x, y)dady, 
其 中 X4 是 4 的 特征 函数 . .特别 , 如 果 ACR, 我们 可 以 写 为 
| f@ae= | fæ ners Ln )AX +X. 


1.49 定理 (Fubini 定理 ) 设 f 是 R"*" 上 的 可 测 函 数 而 且 假 
定 积分 


=| fl, 9) 1drdy, 
.=[ (ff, 9) an)ay, (12) 


1=[_4({ olf a)ldy ae 


中 至 少 有 一 个 存在 且 有 限 , 则 
《对 于 几乎 一 切 8ER FCO, y)EL CR"), 
(5) 对 于 几乎 一 切 rER", f(a, -)EL'(R™), 


Co) | .fc JarEL(R"), 


(D) | f(s DIEL R), 而且 
(e) 五 = 大 = 


广义 函数 和 弱 导 数 


1.50 在 后 面 几 章 中 我 们 需要 Schwartz 广义 函数 论 [60] 中 的 某 
些 基本 概念 和 找 巧 ， 这 里 把 与 我 们 有 关 的 广义 函数 论 的 那些 方面 
作 一 个 简单 的 介绍 ， 特 别 重 要 的 是 可 积 函 数 的 弱 导 数 或 广义 函数 
意义 下 的 导数 概念 ，Sobolev 空间 的 一 种 标准 定义 就 是 用 这 种 导 
数 作 为 语言 表示 出 来 的 (3. 1 节 ). 对 于 下 面 要 引进 的 空间 儿 (8) 和 
D(A) 以 及 这 些 空间 的 推广 的 更 全 面 的 讨论 , 除 文献 [60] 外 介绍 
读者 去 看 Rudin 的 [591 和 Yosida 的 [69]. 
1.51 ìi% O ÆR 中 的 一 个 区 域 . 0C8(@) 中 的 一 个 函数 序列 {4 
叫做 在 DO) id Oy ERX Fe OH) PH $5E07(Q)， 假 如 满足 以 
下 的 条 件 : 

(i) FE KCA 使 得 对 一 切 n, supp(¢,—6) CK, fi 

Gi) 对 于 每 个 多 重 指标 ,limD"$(z)==D*$(z) 在 有 上 是 一 
致 的 ， 

在 向 量 空间 C) 上 存在 一 个 局 部 凸 拓 盾 ， 关 于 这 个 拓 利 
一 个 线性 泛 函 是 连续 的 充 要 条 件 是 当 在 多 (Q) 空 间 意义 下 6,>$ 
时 在 C 中 就 有 TDT). XP TVS 就 叫做 DO), 而 它 的 
元 素 叫做 试验 函数 ， 如 (人 人) 不 是 一 个 可 赋 范 的 空间 ，( 我 们 不 夫 
过 问 上 面 所 说 的 拓扑 的 唯一 性 问题 ， 这 个 拓扑 唯一 地 决定 了 
Z( 2) ORB, 对 于 我 们 说 来 有 这 一 点 就 足够 了 . ) 
1.52 DQ) RMAs BD’ (OQ) eR (Schwartz) 广义 函数 空 faq, 
作为 DQ) 的 对 偶 赋 予 DQ) 以 弱 星 拓扑 ， 从 而 关于 这 种 拓 提 
@ (QE BBS TVS， 我 们 综述 纪 '(8) 中 向 量 空间 的 运算 
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和 收敛 运算 如 下 : 如 果 S, T, TED (A) c€c, 则 
(S+7)(G)=S8(G) HTC), JEDA), 
CeT) (¢)=cT(9), JEDA), 
E D (Q) Tr >T HHN 4 3 — H EDANE C h 7,(4)> 
T(¢). . 
1.53 上 几乎 处 处 有 定义 的 函数 & 叫 做 在 吕 上 局 部 可 积 的 ， 假 
如 对 每 个 可 测 集 4CC8, wEL'(4).， 这 时 我 们 记 作 wELloe( 9). 
与 每 个 wEZioe(8) 对 应 存在 一 个 由 


T.(4)=| Eyde, EAM aD 


ELH LAR TEDA) BRIX T, EDEK 
线性 泛 函 ， 为 了 看 出 它 是 连续 的 ， 假 定 在 Zp d.>¢, MA 
在 KTC 使 得 对 n= 1, 2, 3, eer, supp(¢,—¢)CK, 于 是 


ITa) TG) <sup] gos) — $21 | ur) a. 


因为 在 玉 上 一 致 地 有 $8, 一 $， 上 述 不 等 式 的 右 端 当 %->oo 时 趋 
FE, 

1.54， 并 非 每 个 广义 函数 TED (2) SPAT HEA UCL, (OQ) HH 
[由 (13) 定 义 的 ] 形 式 了 =， 实际 上 , 假定 0E28， 读 者 可 以 相信 
不 可 能 存在 O 上 的 局 部 可 积 函 数 6 使 得 对 一 切 Eaa) 


| 8@)6@)de= $(0). 


6($)=4(0) (14) 
给 出 的 定义 在 乡 (8) 上 的 线性 泛 函 5 是 连续 的 , 因此 是 O 上 的 一 
AS" SR. 

1.55 i u€C'( 2) JEDA) HAEQOHET RT BS ob 
BETS, 对 变量 2) 分 部 积分 得 到 
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| (gq) $@ax= —| us) be) ae 
类 似 地 , 如 果 ECCO), 分 部 积分 |c| 次 就 导致 
|, Duley o@yde=(—1)'*{_ wz)DrdCz)az。 
这 就 启发 了 以 下 关于 广义 函数 TED (ORPA DT 的 定义 : 
(D°T)($)= (DTD) (18) 
因为 当 JEDA DHEAN), DTD) LAMER. T 
IR DT EDO) EEEREN. 我 们 将 证 明 DT 是 连续 的 , 因而 是 9 
上 的 广义 函数 ， 为 此 , 假定 在 如 (9) 中 加 -> 内 则 对 某 个 天 CC 
supp(D*(¢,—¢)) Csupp(¢,—¢) CK. 
而 且 
D'(D*($.—$)]=D"**($,—4) 
当 no 时 对 每 个 多 重 指标 有 在 天 上 一 致 收敛 到 零 . 因此 在 2(0) 
中 DD, A TEZO), RAE Ch 

D°P($,)=(—1)'*'P(D'$q)->(—1)"*"8(D"6) = DT($), F 
是 D'TED' (Q), 

我 们 已 经 证 明 D (2) es RANT SLB Be EE LOREN 
下 在 DQ) EON GB, 而 且 从 ZCS D'O) hi 
射 是 连续 的 ， 如 果 在 2'() 中 T, >P, 又 如 果 6D), N 

D°P,(4)=(—1)'*'P,(D*$)->(—1)'*"7(.D'$) = DTC). 
1.56 例子 (1) 如 果 0EQ 而 JEZO) 是 由 (14) 定 义 的 ， 则 

E 
Döl) = (—1)'"'D*6(0) 


给 出 . 
(2) 如 果 只 = 及 ( 即 % 王 1) 且 HEL, (QE 
o=, aka 
0 Är 
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定义 的 , 则 导数 (Ta)' 是 65， 因为 如 果 EDREAL a, 四 中 
”有 支 集 , 则 


(Tad) = -Ta (H) = —["$'(@)de= 4(0) = 8(4). 


1.57 SLR MC Jes BB AY BA A Bes Be, UE 
Lio (92), ERE (2) T= D* (7) RAHA VEL (Q) A 
一 定 存在 , 如 果 这 样 的 v 存在 , 在 差 一 个 零 测 集 的 意义 下 ve 是 唯 
一 的 ， 而 且 把 v Hi eA ERM RARER TYRE HK, 
用 Du Kid, 于 是 假如 ?6E€Lioo (Q) 对 一 切 GED (Q) 满足 


| ODECE a= (一 D | vIe da 


则 在 弱 ( 广 义 函数 ) 的 意义 下 Drw==2。 
如 果 w 是 具有 通常 (古典 ) 意 义 下 连续 偏 导 数 Du 的 充分 光滑 
的 函数 , 则 D'u 也 是 的 广义 函数 音义 下 的 偏 导数 . 当然 Du 可 以 
在 古典 意义 下 不 存在 而 在 广义 函数 意义 下 存在 , Mån R 上 除 有 限 
个 点 外 有 有 界 导 数 的 连续 函数 % 具 有 广义 函数 意义 下 的 导数 . 在 
定理 3.16 中 我 们 将 证 明 具 有 弱 导 数 的 函数 能 用 光滑 函数 来 逼近 . 
1.58 最 后 我 们 注意 到 能 用 光滑 函数 去 乘 2 上 的 广义 函数 ， 如 
R TED (Q) iti A. EC (A), BR oT ED’ (Q) h 
(oT) ($) =T (og), 6ED(Q) 
ENL. MEHEA UEL (A), T=Tu Mol=7... 容易 验证 
Leibniz 法 则 ( 见 .1.1 4) x} D* (oT) 成立， 


第 二 章 “空间 L? (Q) 


定义 和 基本 性 质 


2.1 RÈR 中 一 个 区 域 ， 又 设 2 是 正 实数 ， 我 们 用 LO) 
表示 定义 在 DE, 所 有 满足 


| rasco | (1) 


By FY WRA u 构成 的 函数 类 . E LO) 中 , 我 们 把 在 如 上 几乎 处 处 
相等 的 函数 看 成 是 一 样 的 , 因此 7?(Q2) 中 的 元 素 实 际 上 是 满足 (1) 
的 可 测 函 数 的 等 价 类 .两 个 函数 是 等 价 的 ,如 果 它 们 几乎 处 处 相等 . 
但 是 ,为 了 方便 起 见 , 我 们 忽略 了 这 种 差别 , u 满足 (1) 时 就 写作 
uCL (Q), 5E Q h u(x)=0 ae. 肘 , 就 说 在 Z2(9) 中 % 一 0， 显 
然 , 如 果 wEZ2(2) 且 cEC, 则 cuCZ?(Q), HH, 如果,vEL?(0)， 
那么 由 于 

July +0(2)|?< (|u(z)| + [v(x]? 

<P (|u) +j)’, 

因此 ut veL? (O), 所 以 了 (9) 是 一 个 向 量 空间 
2.2 假如 l<p<oo, 我 们 现在 来 验证 由 


ju} o={{ le) la 


定义 的 泛 函 1 上 ,是 5"(Q) 上 的 一 个 范 数 ， (如 果 0<p<1 它 不 是 
范 数 . ) 在 论证 中 凡是 可 能 发 生 区 域 混淆 的 时 候 ， 我 们 将 用 | l» a 
KRE I. BRlul ,>>0， 而 且 等 号 当 且 仅 当 在 L? (9) 中 =0 
时 成 立 ， 而 且 

feulp=lelful,, cEC. 
e276. 


H PR EW, 4 1<p< 时 
futoj <lu] + lel» (2) 
”这 就 是 众所周知 的 Minkowski 不 等 式 ， 对 于 p=1, 条 件 (2) 一 定 
成 立 , 因为 
| |w@+e@)ldr<| wz)laz+| jola) laz. 
当 1<2<co 时 , 我们 用 P 表示 数 p/ 0—1), WA <p <o, A 
(1/p) + (1/p’) =1. 
P R fy 3% 98 a8 a, 
2.3 定理 (Holder 不 等 式 ) 如 果 1<p<oo m H ucr), 
vEL” (Q), M wEL' (O), FE 


Tealase (3) 

证 明 对 于 0, BM F(t) = G/p) 二 (12 一 上 的 最 小 值 为 0 

而 且 这 个 最 小 值 只 在 t= 1 达到 ， 对 于 非 负数 a,5, & =a, 
得 到 

ab< (a/p) + (b"/p'), (4) 


等 号 当 且 仅 当 a= 6" 时 成 立 , MR lull, =—0 Riel =0, 那么 在 2 
中 u(x )o(r)=0 a.e. 所 以 (3) 成 立 . 不 然 的 话 , 在 (4) 式 中 令 a 


二 [x(z)| 7 i b= ol) lel, E ERDRE), (3) 
中 等 号 当 且 仅 当 在 只 中 |%z)12 Falece)” 几乎 处 处 成 比例 时 才 
Rx. | | 

我 们 指出 用 同样 的 方式 能 证 明 有 限 和 或 无 限 和 形式 的 H6lder 
不 等 式 

Elab, |< (Elala) ? {5 |b [en Fr, 
2.4 定理 (Minkowski FFX) 如 果 1<p<oo, 则 
lu+ol s lult tola (5) 

证 明 2= 工 的 情形 我 们 早已 证 明 , 所 以 假定 1<2p<co， 我 们 还 可 
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以 假定 %,，vEL?(Q)， 因 为 不 然 的 话 (5) 式 的 右 端 是 无 穷 。 分 别 应 
用 Holder .不等式 得 到 


| lu) to(z) lr ds 
<| jae) tol) ur) oC) ae 
Lfpt 
<Í| Iu(a)+o(a)|raxh'” Culst Nola. 


HF luto] <o, 在 不 等 式 两 边 消去 站 ju(z) 十 o(z) 1rdz)77, 就 


得 到 不 等 式 (5). T 

2.5 上 的 可 测 函 数 % 岂 做 在 从 上 本 性 有 界 ， 假 如 存在 一 个 常 
Be K ERE blue) |<K a. e.. HBA KH PRA He E E 
的 本 性 上 确 界 并 用 ess sup| (2) | Rem. RAL (ORROA 


LS AEA NAR u ARARA, ART E 4 上 几 
乎 处 处 相等 的 函数 看 成 是 一 样 的 .容易 验证 , 由 


| 一 ess sup|u(z) | 
XEN 


定义 的 泛 函 ]. l- BLO) EMP IER, 而 且 ， 显然 可 以 把 
Holder 不 等 式 (3) 推 广 到 包括 7 二 1，P' 二 0 Fa p=, = 1 这 两 
种 情形 . 

下 面 两 个 定理 建立 了 0<p<1 情形 的 Holder 和 Minkowski 
不 等 式 的 道 形式 ， 以 后 在 证 明 某 些 L?- 空 间 的 一 致 凸 性 时 将 要 用 
到 后 一 个 不 等 式 . 
2.6 定理 ik 0<p<l, At P=p/(p-) <0, Be FELA), 
和 


o<f Igi) | ’da<co 


| F@a@lars|{ fali] gwal (6) 
证 明 我 们 可 以 假定 FIEL (O), 否则 (6) 的 左 端 成 为 无 穷 大 ， 令 
1 
$==191"* 和 =|fg1s, 因 此 p= Ifi, W PELO, Fert g= > 
>1, 而 且 由 于 = 一 pq， 共 中 91 一 g/ (4 一 1), 我 们 有 BEL" (9). 
直接 利用 Holder 不 等 式 (3) 我 们 有 
| Fe)Ppaz=| gyal 
=f] REA {| oaet” 
开 了 次 方 , ARLE DTT, 就 得 到 (6) 式 . i 
2.7 定理 设 0<p<1 MR u, vEL (O), M 
[el + lol L> Hele lol (7) 
”证 明 ”如 果 在 I?(Q) 中 w=v 一 0， 则 (7) 式 总 是 成 立 的 ， 否 
M, (7) 的 左 庙 大 于 零 ， 应 用 逆 Holder 不 等 式 (6), 得 到 


Hult loli = f Clue] + lee)" uE) + los) dae 


>Í] (ace) + loz) ) rao (lul + Lote) 
ef [ul + olig Clue lol) 
WE llul ol” 就 得 到 (7). 和 
下 面 的 定理 给 出 了 体积 有 界 的 区 域 上 的 Zr- 空间 的 一 个 有 用 
的 嵌入 结果 和 这 个 嵌入 的 一 些 推论 . 
28 定理 fe volo =| lda<oo 而 且 I<p<q<oo, 如果 
uELI(Q), NI uE (OHH 


[ul s< (vol 2)" julg. (8) 
e 29 « 


因此 i 

IKD OJ 9) 
如 果 ueL"(Q), A Te | 
limfu], = ful o (10) 
最 后 , 如 果 对 于 ISPL, wEZHO)， 又 如 果 存 在 一 个 常数 开 使 得 
HFE p i 
lul: SK, (11) 
则 wEL~(Q) 且 l 

jul- S K- (12) 

证 明 4 p=g 时 ,(8) 和 (9) 是 平 玉 的 ， 4 1Sp<q<co Hueh() 
时 , Holder 不 等 式 给 出 


I~? ` 


| | u(x) | de< 让 | u(x) | da fe 


由 此 立 得 (8) 和 (9)， 如 果 WEL" (2), 从 (8) 式 我 们 得 到 
tim sup jul <fuj.. a3) 
另 一 方面 ,对 于 任何 *>0 存在 一 个 集合 ACO, 它 的 测度 MADH 
正 ,使 得 
|u(2)|>|u].—e, 如 果 zEA. 
因此 
| lb) ula) SA uee). 


由 此 得 到 feel = (CAD)? ulee), 因此 
lim inf lul p> fula (14) 
从 (13) 和 (14) 就 得 到 等 式 (10). 
现在 假定 对 于 1 委 2<co (11) 式 成 立 ， 如 果 L(A) 或 者 
uEL (Q) 但 (12) 式 不 成 立 ， 那 么 能 找到 常数 Ki 二 KK 和 集合 
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ACQ, w(A)>0, RIF EA, lalt) SK, BAR) 式 的 
同样 的 论证 方法 可 以 证 明 
lim inf Ju) >K, 


这 和 (11) 式 矛盾 . D 
2.9 推论 对 于 l<pooftt ia RO, L7(Q)CL).(Q). 
L? (2) See tt 
2.10 定理 WẸ 1<pov, M L°(2)jt—+ Banach 空间 . 
证 明 ERE po, Mi (uE LCA) 中 的 一 个 Cauchy F 


列 ， 存 在 {u) 的 一 个 子 序列 fu } 使 得 
lunj — asl &1/25, j=l, 2, e. 


设 on(z) = wo (z) 一 ww,(z)|， 则 
1=1 . 


lonb < 2) < m=1, 2, +», 
令 ?(7)=limon(£), 在 某 些 z 处 2(7) 可 以 是 无 穷 ， 由 Fatou 引 理 
1. 44 我 们 得 到 
| ec ax<lim inf| jpaCz)1aaz<1l. 
因此 在 只 中 "%(z)< co a.e. MARR 
ua, (2)+ Dunas) us)) (15) 


在 如 中 几乎 处 处 收入 到 极限 x(z)， 当 wlz) 作 为 (15) 式 的 极限 没 
有 定义 时 就 令 KZz)=0.， 缩 并 (15) 式 , RITA 

limu, (7) 一 w(z) ae.. 在 QQ 中 
对 于 任何 e>d FEN (£44 M, nN BT, | tm — Unf p<, 因此 ， 
再 次 利用 Fatou 引 理 , 当 n>N 时 ， 


| lu) (2) 240 =f lim ln(e) mat) las 


<lim int | {et (2) —uy (2) | da<e?. 
jas Q 


于 是 u=(u—u,) + up EL?(Q)F$ A24 n> 时 hel. 所 
以 Z22) 是 完备 的 . 

最 后 , 如果 人 {wr} 是 2”( 昌 ) 中 的 Cauchy 序列 , 则 存在 一 个 零 测 
R ACA 使 得 如 果 ofA, W — H n, m= 二 1,2,… 

(UnC) S DA UAC CI 
HF lu | ER PAR, up EAA 上 一 致 收敛 到 一 个 有 界 后 
Bou, WE LEA, 4 u(z)=0, RNA EL (2)FF HY n> 时 
Junul, AL (OREM. HE 
2.11 推论 如 果 1T 委 2 和 co，Z28) 中 的 Cauchy 序列 有 一 个 在 
Q 上 儿 乎 处 处 点 收敛 的 子 序列 
2.12 推论 

对 于 内 积 


(u, »)=f a(x )ota ie, 


(0) 是 一 个 Hilbert 43 la], ICQ) Holder 不 等 式 实际 上 正好 
是 众所周知 的 Schwarz PER . 
(u,v) |<fulefole. 


用 连续 函数 来 逼近 , 可 分 性 
2.13 定理 ”如果 1<p<oo, Ml OCDE Ze(O) 中 稠密 . 
证 明 设 wCL7(Q), 又 设 es>0. 我 们 证 明 存 在 一 个 函数 $€C(2) 
(ER ugle, AS w=, ut ilui), FEHB ws, 1S JKA, AE 
负 实 值 函数 ， 我 们 找到 CCQ) KAS ulet, 1<J<A. 
那么 1w 一 和 十 $s 一 i6s 一 $8)1<e， 所 以 不 失 一 般 性 ， 我 们 假定 
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是 非 负 实 值 函数 ， 由 定理 1. 39， 存 在 一 个 在 如 上 点 收敛 到 么 的 
单调 增加 、 非 负 简单 函数 的 序列 {ss}， 因 为 0<sn(7)<w(z)， 我 
们 有 SELA) HT (4(7) 一 sn(7))?(w(z))?， 根 据 控制 收敛 
定理 1. 45, FE LQ) sr >u, 因此， 我 们 就 可 以 挑选 sE {sr} 使 


得 lx 一 | < 与 ， 由 于 s 是 简单 函数 而 且 #j<co，s 的 支 集 一 定 有 


有 限 体积 .我 们 还 可 以 假定 对 所 有 的 XE0Q°,s(z) 一 0， 应 用 Lusin 
定理 1. 37(f) 我 们 得 到 一 个 函数 $ECo( 0) 使 得 对 所 有 的 ER 
1g(Cz)| 委 1sj。 
并 且 
vol {2ENQ: s(1)Æp(1)}<(le/4] sjo)? 
因此 由 定理 2. 8 我 们 有 | 
[s~ < ls -p| (vol (rEQ: s(z)¥G7) ) 

<2) s]..(e/4|s]..) =e/2. 
HERA Iu- l<e. i 
2.14 事实 上 ， 以 上 证 明说 明 对 于 l<p<o, L(A) pE AAR 
组 成 的 集合 在 Z2(8) 中 是 稠密 的 ， 由 定理 1. 39 的 直接 推论 得 到 ， 
-这 一 事实 在 Z (2) 中 也 对 . 
2.15 定理 ”如果 1<p<oo, Ml LQ) AWAY, 
证 明 对 m=1,2,… 设 


On= rea: dist(x, bdryQ)> 二 并 县 [e| <m | 


因此 On 是 8 的 紧 子 集 ， 设 PP 是 R* 上 系数 为 有 理 复 数 的 全 体 
多 项 式 的 集合 . 设 Pn 一 {X5。f:fEP}， 共 中 X5。 是 On 的 特征 . 


函数 , 由 推论 1 29 Pn Æ OOR, HEEL, P。 是 可 数 的 . 


如 果 UEL(Q), e>0, MARE PEC (OQ) 使 得 上 4 一 gi。<e/2. 
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如 果 1/m<dist(suppd, bdryM), MAHE fEP。 使 得 他 一 月 -< 
(z/2)(vol Rm)? 由 此 得 到 
[d—Fl <|O—f]..(volQn)'/?<e/2 


Alu- fle. 网 此 可 数 集 全 UP。 在 LQ) BAR, 从 而 


L(A) ETa. D 
2.16 CC) 是 二 (2) 的 真 闭 子 空间 ， 在 二 (2) 中 不 稠密 ， 因 此 
Co42) 和 0500) 都 不 在 二 (2) 中 稠密 ， 从 而 二 (2) 不 是 可 分 的 . 


软化 子 (Mollifiers), 用 光滑 函数 来 通 近 


2.17 设 了 7 是 CI(CR*) 中 的 非 负 、 实 值 函数 并 且 具 有 性 质 
Gi) 当 |x| 之 1 时 , J(z)=0 


Gi | 7 @ode=1. 


例如 , 我 们 可 以 取 
TD)- ec 1/(1 一 lz|9] 4 |2|<1 Bt 
4 |s| >1 时 ， 
共 中 >0， 选 使 得 满足 条 件 (i)， 如 果 e 汪 0， 函 数 J,(7)= 
e-"J(z/e) 是 属于 C?CR") 的 非 负 函 数 ,而 且 满 足 
(i) 4 |e) De 时 ,J,(z)=0， 


Gi) | J.@)de=1. 
R 
J, 叫做 软化 子 , 而 卷 积 . 
Jau(s)=(J.@—yuCardy, | (16) 


FE (16) AA AS EN AL u AGEL, Tm) BY 
光滑 化 (mollification) 或 者 正则 化 (regularization)。 在 下 面 的 
引 理 中 我 们 总 括 了 光滑 化 的 一 些 性 质 ， 
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2.18 5 引 理 KRveeE eR’ 上 的 函数 , u EKR 2 外 恒 等 于 
z. | | 
(a) MẸ uELhs(Q), Ml] J,*weC(R*). 
(6) WREE supp ucca 那么 假如 
e<dist(supp u, bdryQ) HRA J, »u€Cz(Q), 
(c) WR uEL?(2), HH 1l<p<oo, Ml] J,*weL’(2), 
而 且 有 
jy.*wl 生 ix， 和 jim|J.+u—ullp=0. 
(dq) imi u€C(Q) A ECC, MEGa LRA 
lim J, *u(z)=u(2). 


(e) ine neo (E), 则 在 人 上 一 致 地 有 limJ su(r)= u(2). 


证 明 AF (y) Be h-TtEAKA KR, 4ly—zlSe 
时 等 于 0, 又 由 于 对 于 每 个 多 重 指标 & mE R" 的 紧 集 上 可 积 
的 函数 有 


DF uy(a)=| Di (sp) uy) 


FH He Fl 2 VE OMOEA. 
假定 wxEFz(8)， 如 果 1<2<co, Risp = p/p), M 
而 由 Holder 不 等 式 得 到 


rn) = |f I. agda] 
< a-pa} f| T00) lu) dyt” 
= ff 7D lu rag)”. -a7 


Elig h Fubini 定理 
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| ua) lar] ,| T. æy) u(y) layds 


a 
=| lay) laf J,(a—yde= Jul 
R R 
(18) 
设 7>0. 由 定理 2.13 存 在 %gECo(2) 使 得 lw 一 四 <773， 于 是 


\J$@)-$@|=|[ J.-D GQ) say 
< sup |b) —$(2)| (19) 


由 于 乡 在 2 上 一 致 连续 , 当 e->0+ 时 (19) 式 的 布 端 趋 于 零 ， 由 于 
supp? 是 紧 的 , 我 们 可 以 选择 e 充分 小 使 得 7.*$ 一 和 ;过 7/3. 所 
以 对 于 这 样 的 8 我 们 有 上,*% 一 ws 过 n, 这 就 得 到 (c)， 如 果 p= 1， 
不 必用 Holder 不 等 式 直 接 从 (16) 式 就 得 到 (18) 式 , 而 (c) 的 证 明 
的 其 余部 分 和 上 面 说 的 一 样 ， 在 (19) 式 中 用 来 代替 乡 就 可 证 明 
(@) mice). E 

2.19 定理 如 果 lap<o, M Cr(Q) fe LO PRR, 

证 明 是 定理 2. 13 和 引 理 2. 18 (0, e) HARE, 


LELO) 中 的 准 紧 集 (precompact sets) 

2.20 在 研究 L -空间 时 下 面 的 定理 所 起 的 作用 类 似 于 研究 连续 
消 数 空间 时 ~Ascoli-Arzela 定理 1. 30 MEEA, wE u EE 
区 域 OCR" 上 a. e. NMA, RNA ERRU LQSHSH 
零 延 拓 , 即 | 

. u(t) 24 E22 有 时 

O 0 24 xER"~0 时 . 
2.21 定理 kixp<o, 有 界 子 集 KCL (Q) ELA) pE 
准 紧 的 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 >00 存在 数 ô> 和 子 集合 GCC 
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使 得 对 于 一 切 wEK 和 一 切 hER"，|h|<6 有 

| lat ike) [nde <er (20) 
和 

| „eO < 人 (21) 


证 明 只 要 对 特殊 情形 =R" 证 明 本 定理 就 够 了 ,因为 把 这 种 特 
殊 情形 下 的 定理 应 用 到 集合 K= {uck} LARISI- RO EH 
定理 . 

我 们 先 假定 到 在 LR) 中 是 准 紧 的 ， 设 给 定 了 s>0， 由 于 
K 有 一 个 有 限 (e/6) -网 (定理 1. 18)， 又 由 于 CR) 在 LR) p 
WAR EEE 2. 13) , 存在 一 个 具有 紧 支 集 的 连续 函数 的 有 限 集 合 8， 
使 得 对 每 个 wEK 存在 OES 满足 |w 一 $1s<e/3. AES BARN, 
存在 1>0 使 得 对 一 切 $E5 都 有 supp$ 己 B,, 其 中 B, ERR (IER: 
Iz| 二 7}. &G=B, 我 们 得 到 (21)， 此 外 ,对 所 有 的 x,$ (ath) 一 
$(7) 是 一 致 连续 的 ， 而 且 假如 1%| 过 1 的 话 , 在 B,;, MESES. 
因此 ， 


lim | |6G@+h)—4(2)|*da=0. (22) 


IAI>0 
“由 于 如是 有 限 的 , (22) 式 对 于 $ES 是 一 致 成 立 的 ， 对 于 wEK, 设 
u 平移 及 以 后 得 到 Tw: 
Tu(z)=u(ath). (28) 
如 果 %ES HE |u—S 1 ,<e/3, 则 也 有 | mix 一 2 区 <e/3， 因 此 由 
(22), 对 于 (与 EK 无 美的 ) 充 分 小 的 | 好 ,我 们 有 
[Tru—ulsS TT $+ Tollu] 
<(2e/3) + [Trø — $] <e. 
从 而 得 到 (20)，[ 这 种 论证 表明 在 Ze(O) 中 平移 是 连续 的 . ] 
为 了 证 明 充 分 性 , BA e>0, MiEGCCR" 使 得 对 所 有 的 
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uc K 
MCOT (24) 
对 于 任何 >0, 由 (16) 式 定义 的 函数 Jusx 属于 0R), 特别 是 属 
FOH. MP 6EC(R"), Meh H5lder 不 等 式 
PRECIO ACA EL 


<| J, IT ~6(2)| dy 


其 中 T,$ 由 (23) 式 给 出 ， 因 此 

[Jd] <sup [Tid — dle ~ (2) 
如 果 wEL?(R"), 设 人 9s} 是 Co(R™ 中 的 一 个 序列 ,在 L? 的 范 数 下 
收敛 到 w， 自 引 理 2.18(c)，{J xg) 是 Lx(BR") 中 的 一 个 收敛 到 
J,*u 的 Cauchy 序列 ， 还 因为 在 Lr(R") 中 人 T,$,->Tou, (25) 式 可 
以 扩充 到 所 有 的 weEL?(R"): 

[J tuu] <sup Tuu] 

Bite (20) SALMA HEE wuEK 一 到 地 有 limlZiw 一 xl 一 9， 因 此 


对 于 UCK RWA lim|J,+u—ul = 0, RERE ?>0 使 得 对 所 
有 的 wEK 有 


| [7,*0u(7)—u(z) |? de< (26) 


3. P 
我 们 证 明 {J,*w:wEK} 在 分 上 满足 Ascoli-Arzela 定理 1. 30 
的 条 件 , 因此 是 C( 名 中 的 礁 紧 集 ， 由 (19) 式 我 们 有 
[J ,*u(z)| << sup F(z ))'/* | ul » 
KHAKE LO PHARRR n 是 固定 的 ， 所 以 对 于 XER" 和 
wuEK, J use BRA, AU 
|J rulat h) 一 了 *U(T)|S (Sup J, (2y) Tuul 
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因此 对 于 wER" 和 wEK， 一 致 地 有 limJ,*w(z 十 及 =J,*u(7). 


因此 {J w+:wEK} 是 OG) 中 的 准 紧 集 ， 从 而 由 定理 1. 18, 
存在 C(G) 中 函数 的 有 限 集 (Vr, Pa) 使 得 如 果 EK, MF 
KE j, I ji<m, MMA H oc, 有 


lp 5(e)—- J, rule) | P< (27) 


3-27. er 
FAs 表示 v CE G MPH Bey BEM, A24, (26)，(27) 和 不 等 式 
(Jal + |b])*<2?(Ja]?+ 18|), Bal 


J lB Pas=| ,ls) has +| ls) yA) da 
R R~ G 


<£ pte | (u(x) —J,xu(x) |? 
+ [J uls) br) da 
? . é A= 
<$ +2 (5 ety vold) e 
Alek K fe LR” 中 有 一 个 有 限 的 e- 网 , BEE (1S j<m), MA 
根据 定理 1. 18 是 准 紧 的 . 目 
2.22 定理 KRi<p<wo, MR KCL (Q), RikFE-THA 
下 列 性 质 的 名 的 子 区 域 序列 {0@)): 
(a) 对 每 个 j OCO 
(6) 对 于 每 个 j, 由 下 中 的 函数 在 9; 上 的 限制 构成 的 集合 是 
LORRA; 
(c) 对 每 个 e>0, 存在 j 使 得 对 一 切 wEK 有 
| _ ul) |Pda<e. 


MEK Æ L(A) PERR, 
证 明 {un EK HANFA MARR OO HE — AE EA 
{ees} AE ARSE BR Hal (uh? | 0) EL ep be Be, 3 PAR Ua} n tual} 
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— vere, BARAT LA HE (US?) BATES (uit + a E 
P(Q. Pues, Ask i (a), MF IS JRA +1, ur 105} 也 在 
EP (25) Ue, 

BE ov, = Ul, n= 1, 2 显然 人 2 中 是 人 as 的 一 个 子 序列 ， 给 定 
e>0, [由 于 (ce)] 存 在 了 使 得 除去 开始 的 /一 1 项 外 , 对 一 切 m, n= 
1, 2, see 


| [ent )—_(2) | "dr<e/2 (28) 


{On} te en PFA, BREA (On| ob ae LC) 中 的 一 个 Cauchy 
序列 ， 于 是 对 充分 大 的 n, m, 我 们 有 


| len(2)—vq(2)|"da<e/2 (29) 


48 (28) (29) 结合 起 来 , RINBA (v,} E LO) 中 的 一 个 Cauchy 
序列 ,因此 在 IL?(Q) 中 是 收敛 的 因此 KK 是 LQ) 中 的 准 紧 集 . 国 

我 们 指出 , 定理 2. 22 正好 是 一 个 众所周知 的 定理 对 我 们 适用 
的 背景 , 该 定理 说 : 紧 算 子 序列 的 算 子 - 范 数 极 限 是 紧 的 . 


ILI?(Q) 的 一 致 呈 性 


2.23 对 于 1<p<oo, 空间 L’(2) — Be, HIER + LW 
在 1. 19 节 中 所 说 的 条 件 ， 这 个 结果 属于 Clarkson [19], 它 可 以 
通过 到 (2) 的 一 组 不 等 式 来 得 到 , 这 组 不 等 式 推广 了 (9) 中 的 
平行 四 边 形 定律 ， 在 定理 2. 28 中 将 给 出 这 些 不 等 式 ,为 了 证 明 这 
些 不 等 式 我 们 准备 了 下 面 的 引 理 ， 

2.24 引 理 如 果 1<p<ooH a20, b0, iil 


(a-+b)?<2""! (a? +8"). (30) 
证 明 如 果 4=0, (30) 显 然 成 立 ， 如 果 o>0, (30) 可 以 改写 为 
A+ K2 +a’), (31) 
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rp O<a=b/a, WR f= (1 +a)?/ (1 +a") 满足 1(0)=1= 
limf(z) 而 且 当 0<z 之 co 时 , f(z)>1, K EHF >o, f EHN 
有 的 一 个 临界 点 x=1 处 取 到 下 的 最 大 值 ， 由 于 f(1)=2r ， 立 得 
GDK., E 

2.25 5/72 如 果 0 二 s 二 1， AR Kz)= (1—87) /r E r> 的 降 
PARE, 

证 明 Of'(2)= (1/2) (9(s”) 一 ]), 其 中 g(t)=t 一 tlnt， 因 为 0< 
5 之 1, 又 因为 对 于 0<<1 寺 1,9(t)= 一 lnt 之 0， 由 此 得 到 9(8 二 
9g(1) 二 1, 因此 (7) 二 0. Ff 

2.26 引 理 $n 1<p<2 H 0<i<1, M 
A oe 


p' 


2 
K p'=p/ 0-1)  p MSERETER, 

证 明 因为 如 果 P=2 或 1=0 或 t=1，(32) 中 等 号 显然 成 立 , 我 
们 可 以 假定 1<p<2 和 0<#<1， Æ t= (1 一 s)/(1+s) 把 区 
fa] O<t <1 PRE KA] 1 > 80 上 , 它 把 (32) 化 为 等 价 的 不 等 式 


1-2 
+S 


LEa+s)+(1—s)]— (1+) D0, (33) 
如 果 我 们 记 
的 1 和 (2 六 2 (=D (P—-E+D pl, 
0 k bt 
(33) RA RBI | 


iAP) 1S P\, aa PN yn 
AAG) oaa Y 
= S P 2E_ ~ p—1 ple 

Sa) =( k } 


=>} P g — p—1 sr 26-1) p—i seral 
' k=1 2k 2k—1 . 2k j 
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MF O<s<l, 后 一 级 数 是 收敛 的 我们 通过 证 明 对 于 O<s <1 
数 中 的 每 一 项 都 是 正 的 来 证 明 (33)， 第 到 项 可 以 写成 ; 


p(p—1)(2—p) (3— p) + (@k—-1—p) 
(2k) | 


_ (p—1) (2— p) (3—p) (2k—-1—p) g?!(2k-1) 
(2k-1)t ` ` 


(p—1) 2—p) + (2k—P) 2x5 
Ger 


_ @-p (3— p) +++ (2k—9) s% 
(2k—1)1 


p(p—1) _ Pr) ps-1)-2r » P—1 gr -2i 
AS —p) 2k—p° + oR | 


_ 《2 一 ) G-p) +++ (2k— —P) 4? 
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@k—1)! 
1— 8 /Pp 1). J gtk/ p71) 
x | (=p) /@—1)__2k/@—D | 


由 于 p<2, 上 式 第 一 个 因子 是 正 的 ; 由 于 O<(2k—p) /(p—D) < 
2k/(p—1), AZIM 2. 25, 方 括号 中 的 因子 是 正 的 ， 于 是 就 证 明了 
(33), 因此 也 证 明了 (32). E 

2.27 引 理 设 z,wEC， 如 果 1<p<<2, 则 


t — r ft -1) 
ae +P <<) eo 
Ke p'=p/(p—1), an 2<p<co, M 
多 十 |? z—w |? -1 1 
ate "+ | <5 lel +y lw]? (35) 


证 明 AAS 2=0 R w= 0 (84) eR eer, 而 且 (34) 对 于 z 和 
w 是 对 称 的 , BEAT AY AE | 2] | wl >0, XH REIE 4) BSH 


1+rei® |?’ 1— ret’ |? 工 1 yor 
JP oes eS <( 3+7" > (36) 


其 中 加 /z= yero 7-0, 0<0<2x， 如 果 0=0, 则 在 引 理 2. 26 中 早 
» 42 。 


已 证 明了 (36)， RANED A FEE 7; Rg 
FO) Frey [Lore 
对 于 O<O<20 在 6=0 处 有 一 个 最 大 值 ， 利 用 这 一 结果 来 完成 
(36) 式 的 证 明 ， 因 为 
fO=CUit-r?+2rcos9) "+ (1+r?—2reosé)? ” 
显然 有 f (21-0) = 了 (x 一 0) =f 0), HU REE 0<0<x/2, 
究 了 了 就行 了 ， 由 于 D2, 在 这 个 区 间 上 , 我 们 有 
(9 一 一 Dirsing[L(1 十 2 十 27cosg)0272) 1 
— (1+ r?—27 e088) D-1] <0 
因此 了 的 最 大 值 在 O=0 处 达到 , 这 就 证 明了 (36). 
如 果 2<p<co, 则 1<p'<2， 在 (34) 中 交换 p 和 y' 并 利用 引 
理 2. 24, 我 们 有 


z—w |? Sl p L ND 
< jz + |wis 
SP < ar piel") 
Jp! 
=(Slal'+ Sloe) 


LPS (7 eg lwl?) 


lss lw 


P 


+ 


ZTU 
2 


所 以 (35) 也 得 到 了 证 明 . § 
2.28 定理 (Clarkson 不 等 式 ) 设 u, rELP(Q). 对 于 1<p<% 
ix p= p/(p—1), 如果 2<p<oo, MI 


er He aul + + 去 ol (37) 
F pl apt (38) 


如 果 1<p<a2, 则 
+ 43° 


Per he 中 <(#luls+31ol)  ， 69 
eal 


+I 


>g + seh (40) 


证 明 对 于 2<p<m, 站 z 二 (Zz) 和 ww 二 2(7) 并 在 9 
上 积分 就 得 到 (37) 式 ， 为 了 对 1<2 委 2 证 明 (39) 式 ， 我 们 首先 注 
意 到 对 于 任何 YEZ2(2) ， 引 xl 二 1 一 人 dl .利用 相应 于 指数 
2 一 1<1 fii Minkowski 不 等 式 和 z=ul(z), w= (2) BAK, 
得 到 


3 PS He b He h 
(PE 
+ 5) C on a)” 
<(| (acer! POIDO 
=(þl HRY ， 
这 就 是 (39) 式 . 


对 于 2<p<co 能 用 与 证 明 (39) 同 样 的 方法 来 证 明 不 等 式 
(38) ， 不 过 要 用 相应 于 p—1>1 的 直接 Minkowski 不 等 式 (5) 来 
Rw REN, 用 不 等 式 


(E EES N >e, 


HICH G0), AGORRA RER EIN RE: E nitwit 
可 以 得 到 这 个 不 等 式 ， 最 后 ， 能 从 (35) 的 一 个 类 似 的 修正 得 到 
(40)， 我 们 要 指出 , 在 =2 的 情形 , 四 个 Clarkson 不 等 式 全 都 化 
为 平行 四 边 形 定律 

Jutoj? + ju—oli= 2u] +2101. 
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2.29 推论 im 1<p<oo, 则 到 (人 ) 是 一 致 目的. 
证 明 ik u, veL (OQ) H Ellul = lol =1 Mlu—ol,2e>0, 
如 果 2<p<oo, M (37) 我 们 有 


二 Vi? e 
I <1-——, 
| 2 | < 2? 


如 果 1<p<2, 从 (39) 我 们 有 


uty Pp! e? 
ute 1 
| 2 | = op 


这 两 种 情形 中 都 存在 6 二 6(e) > 0 使 得 | (ut v) /21,<1—6, J 

对 于 l<p<oo, 由 于 (QO) 是 一 致 同 的 ,根据 定理 1. 20, L?(0) 
是 自 反 的 .在 计算 了 (8) 的 对 偶 空 间 之 后 我 们 将 给 出 一 个 关于 
ZI2(Q) 自 反 性 的 一 个 直接 证 明 . 


Lz( 0) 的 赋 东 对偶 
2.30 ikil<pxo, Mike’ Bp wR. 对 于 每 个 元 素 ve 
Lr( 人 2) 我 们 能 够 经 由 
L, u) = | uw) oo)ds, “EL (A) 


来 定义 一 个 L*(Q) 上 的 线性 泛 函 L. 根据 Holder 不 等 式 
[L.(u)|<Julelole AE LELLO E 

ILo LL? (Q) FIS] oly- (41) 
我 们 证 明 在 (41) 中 等 号 一 定 成 立 ， 如 果 1<p<co， 设 当 ?(z) 关 0 
时 w(z) = [o (a) 2-20) 而 在 其 它 情形 wx(z) =0, 则 uEL O), 
E L, = lullo]. RERE p=1, Ml p’=co, mR lo], =0, 
Aula) =0. 否则 令 0<e<jol_, 又 设 4 是 2 的 这 样 的 可 测 子 集合 
使 得 0 过 (4) CORLEA Elom) | 之 1v1。 一 e， 设 对 于 TEA, u(x) 
=v) 9@); REMY uz) =0, WA uEL O) HELL, (u) > 
lul: (lel.—2), Aub RIE BERT 
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ILa LL? (Q))'}= Joly (42) 
所 以 把 RH 工 ,的 算 子 工 是 Lr? (9) 到 [Lr(Q)J 的 子 空间 上 的 一 
个 等 距 同 构 算 子 . 
2.31 自然 要 问 , AM 工 的 值 域 是 否 是 整个 [L"(Q)]， 即 ， 是 否 
Lr(Q) 上 的 每 一 个 连续 线性 泛 函 都 是 对 于 某 个 VEL"(Q) 的 形 为 
的 泛 函 , 我们 要 证 在 1<8<<o0 时 确实 是 这 样 的 ， 对 于 p=2, 这 是 
Hilbert 空间 的 Riesz 表示 定理 的 一 个 直接 推论 . 对 于 一 般 的 p, 利 
用 Radon-Nikodym 定理 ( 见 Rudin[58] 或 定理 8. 18) 能 给 全 出 一 
个 直接 的 证 明 。 我们 将 根据 L?(Q) 的 一 致 号 性 和 变 分 论证 给 出 一 
个 更 初等 的 证 明 ，Hewitt 和 Stromberg[32] 也 用 过 这 种 证 法 ， 最 
后， 为 了 从 o>] 的 情形 得 到 p= 1 的 情形 我 们 将 利用 一 个 极限 
论证 . i | 
2.32 引 理 Le l<p<oo, WÆLELL (O) BILE 7] = 
1, 则 存在 唯一 的 WEL? (A) RB lwl =w) =1， 另 一 方面 , 如 果 
给 定 了 WELO) 和 [wl =1， 则 存在 唯一 的 LELO] 使 得 
ILL (Q) J] =L(w) =1, 
证 明 MCA LELY AILI=1, EAFA {w,}E 
好 (2) 使 得 lwl =1 而 且 lim Lw) =L 我 们 可 以 假定 对 每 个 
n, 工 (ws) | 之 二 ,而 且 用 一 个 适当 的 模 为 1 的 复数 乘 上 w, 来 代替 
Wm ELW) BEIO RE LA) kiy Cauchy 序列 ， 
MAREE e>0 使 得 对 某 些 任意 大 的 和 n [w wal >e, 根据 一 
致 巾 性 我 们 有 | 讯 Cos+ wm] <1, 共 中 5 是 一 个 固定 的 正 数 . 
因此 
eo ep Pees, Ce) 

Syty GlEw)+ Ew) ] (43) 
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由 于 最 后 的 表达 式 当 n m> MAT 1/ (1 一 9), 我 们 就 得 到 一 个 
了 矛盾， 因此 {w} 是 忆 (2) 中 的 Cauchy 序列 , BA AIL? (2) 中 
的 一 个 元 素 w、 显 然 lol ,=1 而 且 LCw) =limL (w,)=1, F843) 


用 到 两 个 不 同 的 元 素 刀 上 去 就 得 到 双 的 唯一 性 . 
现在 假定 给 了 wEZ?(9) 和 人 ul ,一 1， 如 2. 30 池 指 出 的 那样 ， 
由 
L,(u) = OZO “EL (2), (44) 


EX RZA L, WE Lw) = joj?3=i1 Ee )T |=] ol » 
= july” =1, 其 中 


olr) wa 当 w(z) 关 0 时 
0 | Rea sb 
所 以 , 余下 要 证 明 , mR L LELLO We UL] = El =L w) 
=L,(w)=1, WL =L. Rea ER. 那么 存在 wEZ2(O) 使 
#8 E(u) ALe(u), 用 入 的 一 个 适当 的 倍数 代 赫 ww, AORE Llu) 
—L,(u)=2, 那么 用 4% 和 包 的 一 个 适当 的 倍数 之 和 来 代 圭 u, 我们 
能 够 使 得 L (u) =1 和 工 (w) = 一 1， mR t>o, B(w tu) = 
1+; AF] Li[=1, Bl wt tu palti, ZA, Llw tu) = 
ltt, SLA |w—tul >l+t, 如果 1<p<2, Clarkson 不 等 式 
(40) 给 出 | 

Lae ul p= [PHD Eta | Gok ote 


o(a)=} (45) 


B 


P 


SF w+ tu p+ wtu g>). (46) 


如 果 2<p<oo, Clarkson 不 等 式 (38) 给 出 


了 
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jet m- w- tu) j >(4ļw+ tuf 


tyota yo >(1+t)”’. (47) 


Fy FB(A6) A(47) A R ER — H t> 都 成 立 ,除非 网 ,=0, 而 这 是 
不 可 能 的 . 因此 L =LA 

2.33 定理 (L (Q)ie Riesz tZ) 设 1<D<co, 又 设 LE 
[Lr OY. BATE veL (2) 使 得 对 于 一 切 wEL?( O) 


L(u) =| wx)o(2)az. 


mE., fol or = Ms CT, ALCOY A), 

证 明 如 果 工 ==0, 我 们 可 以 取 v=0， 因 此 假定 工 闫 0, 而 且 不 类 一 
般 性 假定 | LLC) |=1, 由 引 理 2. 32, 存在 wEL? (Q), |w] 
=1 使 得 L(w)=1， 设 vz 是 由 (45) 给 出 的 ， 则 由 (44) 定 义 的 五 满 
BILs (£?(2)]'| =1 和 五 (w)=1， 根 据 引 理 2.32， 再 一 次 有 工 
=L. AF bly =1, 这 就 完成 了 证 明 . E 

2.34 定理 (L'(Q) Riez 表示 定理 ) 设 IE[L'(Q)]， I 
么 存在 vEL"() 使 得 对 一 切 wEL1(9) 


L(u) = | COOL 


THA jol- =1 Z; [L (2)I1. RELL QOYSA). 
证 明 我 们 再 次 假定 工 关 0 AIL; (L'(2)]'| =1, FHREOR 
有 有 限 体积 。 则 由 定理 2. 8, a 1<p<oo, LOCLE), 
而 且 对 于 任何 wEL? (OQ) 
LLU) | < fu] $ (VoL) fe] p 

因此 LELEL (A), RREH 2.33, FE vpEL”" (2) 使 得 

lole sIn, (48) 
而 且 对 一 切 wEL? (Q) 
. 4§ 。 


Lu) =| u(z)o,(z)dx (49) 
由 于 1I<2<ce 时 OCODE L? (2) PRA, 又 由 于 对 于 任何 满足 
1<p,q<co fy p, g 和 任何 $EC?(Q) 我 们 有 
| sz)os(z)az= 6) =| dyrys, 
由 此 得 到 在 人 上 vp=0, a. e. 因此 对 于 每 个 D 1<p<oo, 在 (49) 中 
可 以 用 一 个 属于 LD (2) HAR o ERE vs， 而 且 按 照 (48), v 


满足 
olp < (vol) e/a 


再 用 定理 2.8, 得 到 vel" (Q) 
jell oSlim (vol Q) =1. (50) 
2. 30 池 一 开始 的 论证 证 明了 (50) 中 等 号 一 定 成 立 . 
如 果 只 没有 有 限 体积 ， 我 们 仍然 可 写 只 = VG; Hp 
` g=1 
G;={#€Q:j—-l<|e|<j} BARER. RAG 互 不 相交 ， 设 
X (*)EG; TERR. mE ELG), a; aA u CEG; 外 
为 零 的 零 延 拓 , 即 , 4 eG; 时 a(z)=u,(r), BM %(x)=0, iv 
Lilu) =D (č), N] LELL (GAY A Lys CLG) TI <1, RELE 
面 研 究 过 的 有 限 体积 的 情形 ， 存在 vjEL” (G;) 使 得 | vjl 009 oj 委 ] 而 
Liu) =| ula)o(z)de=[ üye), 
其 中 ， 对 于 zcGi( 和 1 2, -)o(z)=0,(z), Ase ol <1, sok 
EL (Q), RF u= Aa 由 控制 收 伍 定理， 这 个 级 数 在 
、 1=1 
ZI(C9) 中 依 范 数 收敛 ， 由 于 
k k k 
f Sm JS: Li(X ju) =| D XT TCT) I, 
gad 1=1 A j=l 
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根据 控制 收敛 定理 取 极 限 ,得 到 
L(u) = | KOLOLI 


然后 , 和 有 限 体 积 的 情形 一 样 , 立即 得 到 | 2 ,一 1. Ol 

2.35 定理 到 (2) 是 自 反 的 当 且 仅 当 KP. 

VER ie X= 1°02), Erp l<pco, AT MEL (Q), 对 于 任 
何 wEX", 对 应 着 而 ELL? (A)T ER wlo) = we), Hop 


vw)=| Hz)ulz)d, uEX. 
类 似 地 , 对 应 于 而 ELLr'(.0Q)]' 存在 wEX 使 得 
B05)= | yule )da, JEL? (Q). 
由 此 得 到 对 于 一 切 VEX’ 
w(v) = (6)=| iz)ulz) dr= v(u)=Jxu(v), 


Jx EXA X" 中 的 自然 等 距 同 构 ( 见 1. 13 节 )， 这 就 证 明了 yx 把 
X 映 射 到 X' 上 ,因此 X= L EAER. 

因为 (0) 是 可 分 的 , 而 (0) 的 对 侦 等 距 同 构 于 LO), 
它 是 不 可 分 的 , 所 以 五 (0Q) 和 "(上 ) 都 不 可 能 是 自 反 的 . M 
2.36 ”对 于 空间 LQ), REM 2.33 那样 的 Riesz 表示 定理 不 
可 能 成 立 , 因为 如 果 成 立 的 话 , 定理 2. 35 的 论证 就 表明 了 L) 
BARH. LODHET ELCA). LEQ] 可 以 和 2 上 绝 
对 连续 、 有 界 全 变 差 的 有 限 可 加 集合 函数 构成 的 空间 看 成 是 一 样 
的 . 关于 细节 读者 可 以 参看 Yosida[69, p. 118), 
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定义 和 基本 性 质 
本章 介绍 整数 次 Sobolev 空间 并 建立 它们 的 某 些 基本 性 质 . 
这 些 空间 是 定义 在 任意 区 域 2CR" 上 的 ， 而 且 都 是 空间 LQ) 
的 向 量子 空间 . 
3.1 我 们 定义 一 个 泛 隙 | .jos 如 下 : 
le b= j > [p'a 7, 如 果 1<z<co， D 


Sla] Sm 


hea] meo = max || Deel ., (2) 


<lalsm 

其 中 mm 是 非 负 整数 ,而 <p, 对 于 任何 使 右 端 有 意义 的 函数 
u, | +], 当然 是 L? (0)- 范 数 ，( 在 可 能 碰 到 区 域 混淆 的 情形 我 们 
TATE Teal m,e, 来 代替 ol am,z.) 显 然 (1) 或 (2) 在 任何 使 右 端 取 有 限 值 
的 函数 构成 的 向 量 空间 上 定义 了 一 个 范 数 ， 假 如 把 这 个 空间 中 的 
在 介 中 几乎 处 处 相等 的 函数 看 作 是 一 样 的 话 。 相 应 于 任何 给 定 的 
m Fl pil, RANGEL P= Se lO: 
H” (Q) ={u ECA): | myp<00} 关于 范 数 lle HERE; 
W™?(Q)={(uEL (Q): DUEL (2), 0<|al<m, Erh Du 是 
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Wo? (2) =Co( 2 EZA W"? (2) HARE. 
配 上 适当 的 范 数 (1) 或 (2), 这 些 空间 就 叫做 史上 的 Sobolev £ i, 
TR, W°?(Q)=L7(Q), mE 1<p<o, HEM 2. 19, 有 


Ò 下 面 的 三 "表示 右 端 是 左 端的 定义 一 一 译 者 注 。 
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Wo?(Q2)=L9(Q2), MP m, RAB 
W™?(Q)—>W™?(2)—>L?(Q) 

也 是 显然 的 . 我 们 将 在 定理 8. 16 FE RO, (2) 
=W"™?(Q), 1964 Æ Meyers 和 Serrin [46] RHI PARE 
清 了 在 这 之 前 在 文献 中 存在 的 关于 这 些 空间 之 间 的 关系 的 许多 混 
乱 ， 亮 有 这 么 长 的 时 间 没 有 发 现 这 个 初等 结果 真 令 人 惊讶 . 

空间 他”?* 是 由 Sobolev 在 [62, 63] 中 引进 的 ， 它 是 和 曾 为 其 
他 作者 ， 尤 其 是 Morrey[47] 和 Deny 与 Lions[21] 研 究 过 的 许多 
有 关 的 空间 一 起 引进 的 .许多 不 同 的 记号 (W™?，H™?, P™?, Lh 
等 等 ) 曾 被 (而 且 正 在 ) 用 来 表示 这 些 空间 以 及 它们 的 变种 , 而且 在 
它们 广泛 地 与 Sobolev 的 名 字 联 系 在 一 起 之 前 ， 有 了 时 还 冠 以 别人 
的 名 字 来 称呼 它们 , 例如 , 象 “<Beppo Levi 空间 "之 类 的 名 词 . 

近来 已 经 作出 了 基本 空间 玉 ?( 介 ) 的 许多 推广 , 大 部 分 文献 
来 源 于 苏联 ， 我 们 特别 要 指出 如 下 推广 : 允许 mr 为 任何 实 值 ( 见 
第 七 章 ) 而 且 把 它 解释 为 与 分 数 次 导数 相应 的 推广 , 还 有 在 严 - 范 
数 中 引进 权 函 数 的 带 权 空间 ， 在 各 种 坐标 方向 上 含有 不 局 阶 导数 
和 不 同 L?- 范 数 的 空间 WW™?( 各 向 异性 空间 )， 还 有 ， 按 照 众 所 周 
知 的 Z2( 怠 ) 空 间 的 推广 *Orlicz 空间 ?为 模式 而 得 到 的 ，Orlicz- 
Sobolev 空间 (第 八 章 ). 

在 本 专著 中 不 可 能 研究 所 有 可 能 的 推广 . 
3.2 定理 W”?(Q)ẸÆ Banach 空间 ， 
证 明 设 (} 是 环 ”2 (2 ) 中 的 一 个 Cauchy 序列 ， 则 对 于 0 和 |al 
<m, (Dwy L’ (Q) hA Cauchy 序列 . 因为 22(9) 是 完 
备 的 ,在 L (Q) PIERR u 和 wo O< || <m, 使 得 当 mw->co 时 ， 
在 LI (2) rh u, >u Fl Dur >te, WE LOC L(A), 所 以 按照 
1.53 节 的 结论 , % 决定 一 个 广义 函数 T EDA). MEM EED . 
(0) 由 Holder 不 等 式 , 有 
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<I Al p [tin — ed p » 

其 中 p'=p/(p—1)(R4 p=1 hf p'=00, 4 p= ok p=1). A 
此 对 于 一 切 ¢€D(2) 4 nokt, Tu (A)T). H, M+ 
一 切 PEDA), Toe (Tu (6). 由 此 得 到 ,对 于 一 切 PEZA) 
T,,.($) =lim Tou, (6) = lim( —1)'"7,, DD"$)=(—1) "7,.(D"¢$), 
因此 对 于 Sla sm, Æ OQ BETER E TF u= Du, H 
we uEW™ (Q), 因为 lim [un —u] mp =, 所 以 W™?(Q) 是 完 
in, | 

Aa Sp Be Fe ET BERIT, OC aC T E a a 
古典 偏 导 数 是 一 致 的 ; 因此 集合 

S={6EC"(Q): idl n,e<00} 

BABSEW™ (Q)h, BAW" (2) eee, S 中 的 恒 等 算 
TERR S 的 完备 化 H” i S EW 2) 中 的 闲 包 之 间 的 一 个 
等 距 同 构 。 因 此 自然 把 五 %?( 0) 和 这 个 闭 包 看 成 是 一 样 的 , 从 而 
得 到 下 面 的 推论 ， 
3.3 推论 H™?(0)yCW™(0). 
3.4 把 Wm(0) BEZELA) 的 笛 卡尔 积 空间 的 一 个 闲 子 
空间 就 非常 容易 得 到 空间 玉 ”%?( 人 2) 的 一 些 重要 性 质 . 设 N= 
WW(n, m= D 1 是 满足 0 过 |e| Sm 的 多 重 指标 的 数目 ， 对 于 


O<lelam 
1<p<oo, if L= JL). Æ Lp h u= (u, e, un) TER E 
(3 AE i 如 果 1<p<co 


max lel ~ 如 果 2= co 
16j)4N 
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给 出 . 由 于 定理 1. 22, 2. 10, 2.15, 2. 29 Fl 2. 35, Z 是 一 个 Banach 
空间 , 41<p<o 时 它 是 可 分 的 ， 当 I<?<o 时 它 名 是 自 反 的 而 且 
是 一 致 凸 的 。 | 

我 们 假定 满足 0<lal<m 的 NASH a 以 某 种 合适 的 
方式 顺 次 排列 起 来 , 所 以 对 于 每 一 个 wEW"?( 昌 ) 可 以 与 一 个 由 

Pu =(Du)ociajgm (3) 

给 出 的 ,在 区 中 有 了 明确 定义 (well-defined) 的 向 量 联 系 起 来 ， 因 
A [Pus L8) = julm, BLA PEW? (Q) BFA WCHL 
AY SB, OW? (QO), WE Le 的 闭 子 空间 . 
由 定理 1. 21, 当 1<poomfW AA, 4 l<p<o HWA 
AT A Ba. BREW? (Q)S=P W) 同样 的 结论 一 
定 成 立 . 
3.5 定理 玫 ”?(2) 当 区 02<co 了 时 是 可 分 的 , 当 1<2<cc 时 是 
自 反 的 而 且 是 一 致 凸 的 ， 因此 ， 特 别 说 来 ，W"*( 200 是 一 个 可 分 
Hilbert 空间 , HARRY 


(4, 0)m= D (D'u, Dev) 


O<laiam 


其 中 (n 0)=| wz)505Jaz 是 1.2) 中 的 内 积 
a Cate nn , 


”对偶 性 , SEWA) 
8.6 在 以 下 儿 节 中 , MEMO, mA p, BN, 空间 LER 
及 算 子 己 都 取 作 3.4 节 所 规定 的 那样 ， 我 们 还 定义 
(u, 9) = | COLO 
上 起 对 一 切 使 右 端 有 意义 的 w v 有 定义 ， 对 于 给 定 的 p， 永远 
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(oo 4 p= litt 
p= p/(p—1) 41<p<oofit 
1 > p= co 时 . 
3.7 引 理 设 1<p<%. 对 于 每 个 LECLE)’ 有 唯一 的 2E73 与 
之 对 应 使 得 对 于 一 切 wEZ 
L(u) = $ u; v5) 
j=1 
而 且 
JL; (LE)'| = lv; LR" | (4) 
FEY SLR. 
证 明 车 l1<j<N HwEL?( Q ), 设 wjy= (0, =, 0, w, 0, vers 0) 是 
L$ 的 元 素 ， 它 的 第 7 个 分 量 是 ww， 其 余 分 量 都 是 0. 令 L;(w) 
三 (wy), 我 们 知道 LE(ZLI( 8) ,因此 由 定理 2.33 和 2.34 存 
在 (唯一 的 )ojEZP ( 吕 ) 使 得 对 一 切 wEL? (2) 
Lwa) = Lj(w) = Cw, vi). 
如 果 «ELE, 则 | 7 
Ny N o N 
L(u) -Su )= DLL ug) = >) luv). 
j=l f=1 了 一 了 
由 (对 于 函数 及 有 限 和 的 ) Holder FER, 我 们 有 
N 
[L <B desl bos <le LE] fos LEI 
f=1 
BREA LZ; (L5) [<le LS 上. 事实 上 这 两 个 范 数 是 相等 的 ， 我 们 证 
明 如 下 : 4 l<p<coh 1<j<n 时 , 设 
ee UA 当 ?X5) 了 0 时 
0 当 vj(7X)=0 时 , 
RAIRE L, e,un) = fos LY 1” = lus Lgl lo; LF |. 


当 2 一 1 时， 我们 选 使 得 lo:1.= max |ojj-， 对 任何 e>0, H 
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在 一 个 体积 有 限 且 非 0 HWE ACO, BMF ZEA Aiva) 
> eo, ].—e. 令 
Ce 当 zE4 且 2,(7) 关 0 时 


UT)=. 
l 当 ORRETAN. 
则 
Luay= (mod =| odra lee uh 


= (03 LF] —e hes Lil 
因为 是 任意 的 , 因此 在 这 种 情形 下 也 一 定 推 得 (4). Of 
3.8 定理 lp, 对 于 每 个 LECW™? (了 人))' 存 在 一 个 元 素 
vEL8 使 得 把 癌 景 ? 写 成 (yajosielsn 的 形式 时 , 对 一 切 2EW"?( 9) 
有 ， 
L(w)= >) D'u, 0a)» (5) 


O< | alam 
而 且 
(Z; (W™?(O))' | =inf] eo; L4'| =min]e; Ly], (6) 
PRR EM FY) ecw? (2) 185 sR ae A A BS VELA, 
成 的 集合 上 到 的 , 而且 一 定 在 这 个 集合 上 取 到 . 
证 明 REZA L* 定 义 如 下 ; 
L*(Puy=L(u), wwEW™:( 0) 
它 是 定义 在 由 (3) 定义 的 算 子 了 的 值 域 上 的 .因为 P 是 一 个 等 距 
同 构 , L*EW’ 而 且 
li*; W" = |Z; (WC) I. 
由 Hahn-Banach 定理 ,存在 一 个 L* 到 LY SAG RITE L, 从 
而 由 引 悍 3. 7, 存在 VE LE ERE u=(u,)ociaicm ELA, Will 
LW= D) (unva 


0<'alam 
因此 对 于 EW (2) RANGE 
e 56 «+ 


L(u) =L*(Pu)=L(Pu) = >) (Du, va? 


O<lalam 

而 且 

[L3(W™?(2)) | = [Ls W =E (Ls) =R 7) 
现在 对 一 切 ueW™? (2) HES) me ET IC VEL 与 5* 的 
一 个 延 拓 工 相对 应 , 所 以 范 数 |o; 了 ZU | A FIL OW"? (2))' |B 
这 一 点 和 (7) 式 结合 起 来 , 就 得 到 (6) 式 . 目 

我 们 指出 , 至 少 , 当 1 一 ?一 ceo 时， 满足 (5) 和 (6) 的 元 素 ?EL% 
是 唯一 的 .因为 I 和 Z&%' 是 一 致 帅 的 ， 通 过 和 引 理 :2. 32 类 似 的 
论证 得 到 定义 在 LATAM EBREA HA 三 的 保 
范 延 拓 ， 
3.9 对 于 1<p<oo, RAWA 的 每 一 个 元 素 工 是 一 个 广 
SC TED’ (2) 4EW™? (2) EATER, 为 了 证 明 这 一 点 , 假定 工 
是 对 某 个 VELL 由 (5) 式 给 出 的 ,而 且 由 下 式 定义 T,, TED (Q), 

T, (=<, 2 PEDA), 0al <m, 
T= >| (—1)'"D,, (8) 


O<ialam 


对 于 一 切 PED QCW™2(Q)F 
T($)= D 7. (D*d)=L($) 


0<lalcm . 
PRU De RE TE. TB, 按照 (6) 我 们 有 
IZ; (W™?(2))' | =min{ lo; Ly]: L Mew T a8) 24 AT}. 
WF LEW? (2))', EE RE, 因为 任何 这 样 的 证 国 
有 一 个 到 不 ”"?(4) 的 保 范 延 拓 . 
现在 假定 了 是 D (0) 中 对 某 个 ELF, Ip <o 的 形 为 (8) 
的 元 素 ， 那 么 了 在 W™…?(42) 上 的 连续 延 拓 可 能 不 是 唯一 的 ， 但 是 
BUN UE A EW? (人 2) 上 的 连续 延 丰 是 唯一 的 ， 当 wEW8?( 从 ) 
时 ， 设 {$4} 是 09(8)= 如 (9) 中 的 一 个 序列 ， 使 得 当 %n 一 oo 时 ， 
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| Pn— u| mp >0, VIE k; n—> o jh} 
ITA DTD 2 T, (Dh, —D*4,)| 


O<!alam 


< DI [Dpi pn) Vel valor | 


| <16.—Salmol 3 LE |>0. 
BELT.) Æ C 中 的 一 个 Cauchy 序列 , 因而 收敛 到 一 个 极限 ， 
我 们 把 它 记 作 Lu), 因为 以 下 事实 是 显然 的 ， 即 如 果 另 有 {yw}C 
DEl paula >t, MH 2->co 时 Tbe) —T( Pn) >9, 5K 
样 定义 的 泛 函 世 是 线性 的 而 且 属 于 CW?(Q))'， aaa 
所 说 的 “=limd。 Ml | 
|Zu) |= 1im |PC) | <li | almelo; LF I= lulmslos L. 


所 以 我 们 已 经 证 明了 下 面 的 定理 . 
3.10 定理 设 1<p<co、 对 侦 空 间 (W 和 :C9))' 等 距 同 构 于 由 
对 于 某 些 veL? MEOR LAR TED (OQ) 组 成 的 Banach 
空间 , 该 空间 由 
[T] =inf (lo; ZF’: ETIO | 

来 赋 范 ， 一 般 说 来 , 如 果 WE (MEW (QE, KE 
期 望 (W"?(Q))' 会 有 如 此 简单 的 表征 . 
3.11 de m=1,2, DAR 1<p<co, ip Kar pM, 
AWI CO) 来 表示 上 述 定 理 中 所 说 的 Q 上 的 广义 函数 所 构成 的 
Banach 2i]. (ZEW =r (O) 的 完备 性 是 上 述 定理 所 断言 的 等 
距 同 构 的 一 个 推论 . ) 当 1<p<co ht, Wr) 显然 是 可 分 的 ， 
而 且 是 自 反 的 . l 
3.12 设 1<p 过 coo， 每 个 元 素 VEL (A) 通过 L,(u) = (o) Be 
定 (W8r?(Q))' 中 的 一 个 元 素 L,, Be 

| Lore) | = <u, 0> |< foh a hed o< Tod sf ted mp. 


我 们 把 工 , MIEREA VEL? (OJH m, p')- HB Hl 
bl ma = [Las WERONY =sup| u,v) |, 
tables sl ' ， ` 
2c‘ NO MLE AW KARWI (O) 为 了 书写 简单 起 见 
我 们 继续 这 样 做 .显然 ,对 任何 wE 下 和 ?2EZ (A), RME 


iel -mp jolar, 


《了 


上 式 是 Hilder 不 等 式 的 一 个 推广 

V= {Lu VEL (Q). 因此 六 是 WW'=(W9?(Q))' 的 向 
量子 空间 ， 我 们 证 明 事实 .上 7 在 W' 中 稠密 ， 易 见 这 等 价 于 证 明 : 
如 果 FEW" 对 一 切 LCV 满足 F(Ly) =0, MEW” 中 F=. BY 
WW 是 自 反 的 ， 存 在 SEW 相应 于 PEW" 使 得 对 一 切 vEL? (O), 
f=,( 用 = 了 (DL,)=0， 因为 feELr(0)， 由 此 得 到 在 中 
fz)=0 a.e.. HEW p f= 从 而 在 本 "中 六 = 0， 

it HO? (ORR L (QD) PRB nye 的 完备 化 ， 屠 
ARNE 


| <u, v> | 一 je] mP 


< [ol m,e fl -m 9 


. H-™" (QW OI WP). 
特别 , 与 每 个 SHT "(02) 相 应 , 存在 TEW ™? (9) 使 得 对 一 切 
PEPCA YEI— BE lim fo, — 0] -m= 0 的 序列 {vu} CLP (Q) 有 
T ()= limkg on), RZ, feta PEW" (A) ERA vE 
Hr OVER T= To, 而 且 , 由 (9) 式 , ITH) |< [Pl m lol -m,r 
3.13 HF1I<p oN MAME 3. 128A, HB 
23 [a] (W™? (从 ))' 可 以 天 征 为 L?'(Q) 关 于 范 数 
m= SUP seol 


‘i. eat 


的 完备 化 。 


HOLM BRR 
我 们 希望 证 明 (PECA): llm, < 00} EW (2) PRR, 
为 此 我 们 需要 下 面 关 于 无 穷 次 可 微 单位 分 解 的 标准 存在 定理 . 
3.14 定理 设 4 是 R" 中 任意 一 个 子 集 , RHO R 中 种 盖 住 
A 的 一 组 开 集 , 即 , 使 得 4C (JU. 那么 存在 一 个 由 具有 下 列 性 质 


的 函数 JEGF(R") 构 成 的 函数 族 w. 

O H— E pEr 和 一 切 ER", 0<p(2) <1, 

Gi) WẸ KCCA, 除 可 能 有 有 限 个 当 外 所 有 的 VEF EK 
上 恒 等 于 0. 

(iii) “对 每 一 个 PCY 存在 UE@ 使 得 suppyC7. 

(iv) 对 一 切 xE4, VC(2)=1. 


Ew 
IEA — 7 I Ui A aA TOA C -单位 分 解 
证 明 因为 在 许多 教科 书 中 可 以 找到 证 明 ， 我 们 在 这 里 只 给 出 一 
N 


个 轮廓 , 把 细节 留 给 读者 . 首先 假定 4 是 紧 的 ,所 以 4C (Uj, 其 中 
j=1 


N 
Us, UEO, 能 够 构造 紧 集 KCU |, Ky CU wt AC |] Ki, 
j=1 


对 ISIN 存在 非 负 值 函 数 prU) 使 得 对 eCK;, gC) 
>0, 那么 能 够 构造 一 个 在 R 上 无 穷 次 可 微 的 正 函 数 $， 而 且 对 


于 zxE4 满足 $(7)= > (2), FRVP=tbs: (2)= p) 
C), 1S j<N} 就 具有 所 要 的 性 质 ， 现 在 假定 4 是 开 集 ， 则 A= 
U A;, 其 中 
f=1 

As= ze4: |] <j 而 且 dist(x, bdry4 >- 


是 紧 的 . 对 每 个 J, RIR 
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©;= UN (Ain HAAN Aj-2): VEO} 
FE A, 所 以 存在 一 个 Ai 的 从 属于 ©; 的 有 限 Co EST RR Ys. 


在 每 一 点 ,和 式 0(z)= 32 7 4(z) 只 包含 有 限 多 个 非 0 项 ,而且 


Sel bey j 
在 每 个 zE4 上 是 正 的 . BABI Y = {: 当 zE4 时 对 于 在 某 个 多 j 中 的 
某 个 由 %(z)= 4(z)/o(z), 当 za64 时 ,%(z)=0) 具 有 所 规定 的 性 
质 ， 最 后 , 如 果 4 是 任意 的 , MIACB= (jw， 其 中 五 是 开 集 ， 对 
VEF 


8B 做 出 的 任何 单位 分 解 同样 也 是 4 的 单位 分 解 . M 

3.15 引 理 iS, 2.17 节 中 定义 的 软化 子 ,又 设 1<p<% 而 
HB ucW™:(92), wm CCH, WE WwW? (C'h lim J, *U =U, 
证 明 ik e<dist(2", bdry2), 对 任何 JEDN BMG 


|, J, « UTID BL) d= | | fi(a—y)J,(y)D°b(2)dady 


R" 
= (一 Do f ,Dio yy) Gr)dzdy 


=(-1)'"[ J,» Deu(z)g adds, 
其 中 GEE QbA o hy uBR. Wee pEr MARE 
XF DS, +u=J, + Du, 因为 对 Sla <m, Duel (A), h 
引 理 2. 18 (c) 我 们 有 
lim IOs, * u—D*ul » a! =lim| J, * D*u—D*ul po =0. 
于 是 
lim |T, + u— ul mjpo' =O. Bf 
3.16 定理 (Meyers 和 Serrin[46]) mÆ 1<p<oo, 则 
A™?(Q)=W™?(Q), 
证 明 由 于 推论 3. 3 只 要 证 明 WOCH” (Q) REBT, BP 
证 明 (PECCA): [ibd nye<co} EWC) 中 是 稠密 的 ， 如 果 
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uEW™ (Q), i e>0, ,实际 上 我 们 证 明 存 在 WSC"(2) 使 得 
ju 一 让 mz<e， 对 k=1,2,…, 设 
a= feco: la| <k H distr, pary2) >F}, 
又 设 =N = JERR. M f 
ð= U;: U= 2ra (Qa. De, k= 1, 2,° “} 
是 一 个 盖 住 2 的 开 子 集 族 , EY BOMMR TOM Co 单位 分 
解 ， 设 加 表示 支 集 包含 在 VU 中 的 有 限 个 函数 yE 到 的 和 . 则 在 


Q E $15Co (Ua) mA D> yr) = I, 
k=l 


如 0<e<1/(k+1) (+2), J Se * (by) TE Qr N Cra)" 
=% ,CCQ 中 有 支 集 , BH pE W™ (OQ) 我 们 可 以 选 sw 0<e, 
<1/ (+1) (6 十 2) 使 得 | 

[Jen * CP) — pu] mPa 一 IJa * (pu) —p u] mpr CE2, 
设 $= 了 J * ($iw)， 在 任何 人 2 CCQ 上 ， 在 和 式 中 只 可 能 
k=1 


有 有 限 项 不 为 0， 因此 gE), HFE, 我们 有 
pee as: 


ulz) = Zt (Tu (a), b(2)= Das * (Hu) (2). 
因此 : 
E+? , ， | 
lu— $1 mP, Oy <a; + (bu) — pul moa ZE 


由 单调 收敛 定理 1. 43, lu — o ilmaa <e. Eh 

我 们 指出 定理 不 能 推广 到 p= co 的 情形 ， 例如 , 4 Q = WER; 
一 1<z<1} 而 “o= lz| ， 则 uEW! "(0), 但 是 ug Ht! (Q). 
事实 上 , 如果 e <5 任何 函数 EC (A) 都 不 能 使 | 及 —w' fo 
ee 
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AAR" 上 的 光滑 函数 来 逼近 
3.17 刚才 证 明了 W"? (2) 中 的 元 素 总 能 用 口上 的 光滑 国 数 来 
逼近 ， 现 在 我 们 要 间 是 否 在 实际 上 能 够 用 具有 一 切 阶 或 具有 直到 
m 阶 有 界 导数 的 有 界 函 数 来 冲 近 ， 也 就 是 ， 我 们 问 是 否 对 于 任何 
k 宇 m ，C*(8) E W: (Q) PRE, 下面 的 例子 表明 这 个 问题 的 


回答 可 以 是 否定 的 : 
设 Q={(z,y) ER? 0 过 jz| <1, 0<y<1}, MH 
“an= 当 e> om 
0 当 :z<0 时 


规定 的 函数 显然 属于 W? (QO), 但 是 读者 可 以 验证 , 对 于 充分 小 
的 。 守 0, 没有 函数 pE eR Elu e hoce hP 
区 域 造成 的 困难 就 在 于 区 域 位 于 部 分 边界 (线段 z= 0, 0<y<1) 
的 两 边 ， 

我 们 说 区 域 亿 具有 线段 性 质 ,如果 对 于 每 个 2EbdryQ, 存在 一 
AFE U, 和 一 个 非 0 向量 ys, E EU Lin ENN, M 
对 于 0< 4<1,z 十 切 *E 人 ， 具 有 这 种 性 质 的 区 域 一 定 有 (一 1) 维 
边界 ,而且 不 能 同时 位 于 其 边界 的 任何 给 定 部 分 的 两 边 . 

下 面 的 定理 说 明 ， 线 段 性 质 足以 保证 08 (R) E W™? (Q) oh 
简 密 ,因而 特别 说 来 ;也 保证 对 于 任何 m, OE Woh Ba, 
3.18 ”定理 ”如果 人 具有 线段 性 质 ,那么 对 1<p<oo, CF(R") 中 
的 函数 在 2 上 的 限制 构成 的 集合 在 酚 ”z (0) 中 稠密 . 

证 明 设 了 是 满足 

G4 lzl<I 时 jz)=1， 

Gi) 4 |wl>2n f(z)=0, 

Gii) 对 于 一 切 xz 和 0<lal<m, [DFM (常数 ) 的 
ORY 中 一 个 固定 的 函数 ， 对 se 之 0, + (+)=f(ex)， 那 么 当 
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lajci wt f.(2)=1 iY e<1 DSE) KMKM, 如果 
weW"? (Q), M ufo u RFW (O) 且 具 有 有 界 支 集 ， 因 
为 对 于 0<e<1 和 la| <m 


三 (5 8 jumpr- ef (2) 


& sa 


5 2.=jzso:lzl> 了 | 我 们 有 


| D°u, (2)| = 


<u>(¢ jipwtol 


f <a 


ju—u, impo = 1% —%, |m po Sialm t hlm 
<const fulm, a.. 
4 e>O, AWATO. REEN EW ™ (O) Rei AW ™?(Q) 
中 的 具有 有 界 支 集 的 函数 来 逼近 . 

所 以 现在 我 们 可 以 假定 玉 = (w€Q:u(2) 40} 是 有 界 的 . 于 
ARAP-K~( 0s) 是 紧 的 而 且 包 含 在 中 , U) 是 在 线 
段 性 质 定义 中 指出 的 开 和 集合 的 集 族 . 存在 一 个 开 集 Ce HE PCC 
UCCA, RA E 是 紧 的 ,存在 有 限 个 集合 Us; 我 们 把 它们 重新 
命名 为 U1, U Un W KUO UU, 而且, 我们 可 以 
找到 另外 一 些 开 集 Do,0,,…, O, 使 得 ;CCU;，0 志 jk, 仍 有 
KD UD U .UD,. 

Y EMEF (Ü; jA y— 4 CO? 单位 分 解 ， 又 设 Os 是 
REU, 中 的 有 限 个 函数 VEY HM, F wj 二 jw， 假 设 对 每 个 
j 我 们 能 够 找到 由 EC (R) HEB 


lu;— ilme, 2< (10) 


TFT 
MBAS ¢ =34,, 我 们 得 到 
了 -0 
K =t] mpo SD litste. 


由 引 理 3. 15, 对 于 J=0 能 找到 满足 (10) 的 一 个 函数 GEC R”, 
。 64 。 


因为 supp mHCU,.cCQ, 因此 , RF 

来 要 对 1 找 满足 (10) 的 办， 对 

于 固定 的 了, 我们 把 w; EH RAL 外 

恒 等 于 0。 于 是 wjEW™? (RAT), 
HEr=O;(\bdryQ, thy 是 线段 性 质 

定义 中 与 集合 U; 相应 的 非 0 向 量 ( 图 

1), & r= ty, Ahi 使 得 
0<t<min(1, dist(U,, R*"~U)) /|y|). 

则 由 于 线段 性 质 厂 ,CU; AI Nee 

AR ie us, (z)=u; tty), W H 1 
Uj EW RAT). ELOR ER EER, LMF lal Sm, 
当 t>0+ BY, Æ LPCQ) h D'u >Du, Abby ttt, E 
W™?(Q) Bh ujt 所 以 只 要 找 BECY(R") 使 得 |w,, 一 上 | ms 充 
分 小 就 行 了 ， 但 是 NV;CCR"~ 丰 ,， 所 以 由 引 理 3. 15 对 适当 
小 的 6>0 我 们 可 以 取 上 ;= 二 J * wj,,. 这 就 完成 了 证 明 . Of 

3.19 # We? (R") = 二 W"™?(R") 


H CCO) PHARE; (m, p' )- 极 集 (polar sets) 


推论 3.19 使 人 联想 到 下 面 的 问题 : 对 什么 样 的 区 域 8， 

W? (Q) =W? (0), 即 什么 时 候 07 (Q) E W™? (9) 中 稠密 ? 这 
个 问题 的 部 分 回答 可 以 用 W (O 中 的 广义 函数 的 性 质 来 系 
统 地 陈述 ， 下 面 给 出 的 方法 是 属于 Lions [39] W. 
3.20 ”以 下 讨论 中 我 们 始终 假定 1<p 二 00 而 且 p' Bp Wyse PER. 
FER 的 闭 子 集 ， 假 如 对 一 切 在 上 恒 等 于 0 的 EDR”), 
T(G) =0, 我 们 就 说 广义 函数 TED’ (RY EAE Fh (suppTC 
F), WREEF piy WR) 的 广义 函数 了 只 能 是 零 广义 
函数 了 =0, RAHE F Em, 7 - 极 集 . 


如 果 五 具有 正 测 度 , BAP AAR (m yy) - 极 集 ， 因 为 具有 
正 测 度 的 五 的 任何 紧 子 集 的 特征 函数 属于 ZL" (R")， 因 此 属于 
weme'(R"), 

以 后 我 们 将 证 明 , 如 果 mp>n, 则 在 如 下 的 意义 下 W™? R”) 
>CR) (MEH 5. 4): 即 ， 如 果 wEW™z (R, MẸ mE 
C(R") E u(t) Su(x) ae, mH. 

| uo 2)! <const |e] maps 
常数 与 z 和 % 无 关 , 由 此 得 到 , h s.) = h(x) Hi Dirac 广义 
国 数 ôs 属于 CW? R") = (Wor? RHY = Wom?" (R®) 因此 ， 
= mp>n 时 ,除非 了 是 空 集 ,集合 耳 不 可 能 是 (m, 2)- 极 集 . 
3.21 AAW? (R)>W™(R"), feta Ww? (RD 上 的 有 界 
线性 泛 函 也 是 Wh? CR") E A RAREZA, W)C 
WPCA), REER (m 十 1,p)- 极 集 也 是 (m, 7)- 极 集 ， 当 
然 反 过 来 说 ,一 般 是 不 对 的 ， 

设 映 射 ut KR u 在 区 域 OCR"* 外 的 零 延 拓 : 
u(r rE Qk 

w=} | 4 nc m aD 
PAY 5 | BREA T BRE W CO) CEERD Aa W™? R”) 
中 去 . 
3.22 5 引 理 设 wEW™ (08)， 和 如果 |a| <m, MÆ R 中 在 广义 函 
数 意义 下 Du= (Deu)~, Ave wew™? (R"). 
证 明 BE Co (2) 中 的 序列 iba} CE Wo? (OQ) 中 收敛 到 .如 果 
PEDR"), HFa <m, 我们 有 


(De EED p@yde=(—1) "| u()Dry (ayda 


=lim(—1)" | dz)Zry(z)az 
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=lim| Dpape] DW EWES., 


于 是 在 R* 上 在 广义 函数 意义 下 D= (Du)~ 因此 这 些 局 部 可 积 
函数 在 Ra 中 是 几乎 处 处 相等 的 , 由 此 得 到 1 mar = lilma 时 

现在 我 们 给 出 映射 (11) 把 WP (9) 等 距 地 映射 到 W 7 R") 
上 的 关于 的 一 个 必要 充分 条 件 . | 
3.23 定理 CP(Q) ZEW (RY 中 稠密 当 且 仅 当 人 的 余 集 OE 
(m, 7D') - 极 集 , 
证 明 先 假设 C?(9) E W”? (R") 中 稠密 . 设 TEW (RORA 
包含 在 2° 中 的 支 集 . 如 果 CW? (R")， 则 存在 一 个 序列 {$4} C 
C5 (Q) EW” (R HAA u, Ke Tu) = lim (a) =0， 所 
Dk T=0, 因而 O° 2 (m,n!) - BER, 

反之 ,车 C8 (Q) EW? (RY 中 不 稠密 , 则 存在 we ™? (R") 
使 得 对 于 一 切 AECC), lu—p lmnr >k>0, k 与 $ EK, RE 
Hahn-Banach 延 拓 定理 存在 TEW-"?'(R") 使 得 对 一 切 $E0?(02), 
T(¢) =0, 但 TGw) 关 0. H A suppTCQ* (A THO, HLL 2' 不 可 
能 是 (mp )- 极 集 . 目 

对 于 可 微 函 数 来 说 以 下 事实 是 显然 的 , 即 , 在 矩形 上 一 阶 导数 
恒 等 于 零 草 含 着 在 矩形 上 函数 恒 等 于 常数 ， 作 为 我 们 研究 W 
(Q) MW” (9) 是 可 能 恒 同 的 最 后 一 个 准备 工作 就 是 首先 把 这 
一 事实 推广 到 广义 函数 ,而 后 再 推广 到 局 部 可 积 函 数 . 
3.24 引 理 设 B=(@4,50)X (az, by) x + X Gy, po) 是 及 "中 一 开 的 


长 方形 盒子 , BEDS), 车 |$(z)az 一 0， 则 Cz) 二 i(7), 其 
中 $i€ED (B) 而 且 对 每 个 固定 的 iy, js Bjar Ts) ER" 
. EAN “ty Xi, e, Lada j= 0. ， (12) 
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证 明 对 于 1S jn EBA uC (G;, bs) 使 得 
[us(Qat=1. 
设 | . 
Bj;= (63,65) X (541, bs+1) XX Guy bn) 
pe ee toa an 
Tn) db, 
OL) = U; (81) tji Ky) Pi Lj Lr), 
Nl peDB;) 而 wj;E 多 (8). 而且 
Í, Pj (5, 0°, Hq) dase An = | caz= 0. 
BE 页 = 用 一 oz $5=0;— O51 Kj), $= On, 


K2 (a, +, @,) de 
= fi be, ++, aad, — Palen, +589) | un (œde, =0, 
CT 
x (f yi æn e mdri Bios assy on) (er;)=0 
2<j<n—1 
[iba Ces ems Bede, = (2) tts nan) | Wa Cn) dz 
=u, (2) tins (a1) | O(z)de=0. M 


3.25 推论 WR TCD) MEF ISJ, Di =0， 则 存在 
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HB k KAM E— EZB) 

T($) =k] Ceyda. 
证 明 首先 注意 到 如 果 | ,4(z)az 一 0, M T) =0, 因为 由 上 面 的 
引 理 ,我 们 可 以 把 $ (2) 写 成 b= Didi, HH GCDB) 且 满 足 
(12) ’ 因此 ， $;=D;9;, 其 中 0;€D (Bw 


Fj 
062) =| bE san by yeas e al 
oj 


定义 ,因此 Td) =D TD) 一 一 SD: (6;) =0. 
4=1 j=1 

现在 假设 T0， 则 存在 boEM(B) tE To) = 如 关 0， 因 此 
| Soa )de =H, TL Tho) =k) $e(z)dz, 其 中 = 如 ， 如 
R $E 妇 (B) 是 任 党 的 , BKC) =| gzis. m 

i K($) _ 
| (00) — 2 datz) )de=0 
所 以 TC($ 一 [K CH) /k Ios) 一 0, 由 此 得 到 
TC) =E ËT (go) =kK ($) = (ede. 

应 该 指出 这 个 推论 能 推广 到 R 中 任何 开 的 连通 集 思 ， 这 种 
推广 通过 一 个 从 属于 的 某 个 开 覆 盖 的 单位 分 解 来 实现 ， 这 个 开 
狂 盖 是 由 包含 在 从 中 开 的 长 方形 盒子 构成 ， 但 我 们 将 来 不 需要 这 
种 推广 
、 下面 的 引 理 证 明了 开 集 口上 不 同 的 局 部 可 积 函数 决定 9 上 不 
同 的 广义 函数 . 

3.26 引 理 设 wELi,e( 人 09) 对 于 一 切 $EBLO) 满 足 | wz)$(z)dz 


=0, MO u(z)=0 a.e., 
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证 明 WR YECo(9)， 则 对 充分 小 的 正 s， 软 化 子 J* 也 属于 
DQ), 由 引 理 2. 18,4 >04, OL BURA, «woe. 
因此 对 一 切 PEC (2), | u(x) p(x )de=0, 

设 KCC9, 又 设 e>0. 设 Xr 是 K 的 畦 征 函数 . 则 | jx(z)lar 
<o, ETE S >O 使 得 对 于 任何 可 测 集 ACK, 4(4) <6， 我 们 有 
| jz)1dz< 生 (例如 ,参看 Munroe 的 书 [48, p. 136]). 


由 Lusin 定理 1. 37 MAE pec, (Q), 其 中 supp CK 有 8 对 
于 一 切 2 | (7)| 声 1, 使 得 
A({TEQ: p(x) AX_g(2)sgnu(z)}) <6, 


_ §v(z)/{ocz)| 当 0(2)4~0 It 
senv(z)=} 0 


当 xz) 一 0 时 ， 
因此 


| lu(zy|de= | ul) (x)sgnada yaa 
=| us) (zaz 十 | wz)Lxs(z)sgn2C5J 一 (zz 


< 2 | lwCzylez<e. 


(re Qe CODEX KT) sen ua) } 
因为 是 任意 的 ， 在 下 中 MKz)=0a.e 因此 在 人 中 x)=0 
a.e. T 
3.27 推论 MER BEES. 24 中 所 说 的 长 方形 盒子 ， 而 且 
UCL ioc (B), MHF IJK 有 验 导 数 DiU= 0， 则 对 某 个 常数 对 ,在 
Brp ulz)=k ae.. 
证 明 因为 DT,=0,1<j<n, 由 推论 3. 25 我 们 有 


| DEd =T p =E] gayda. 


因此 在 B 中 u(z)—k=0 ae. J 

3.28 定理 (1) AW (Q)=We?(Q), Ml Q° He (m, 了 了 )- 极 
集 ，(2) 若 82° 既是 (1 了 了)- 极 集 又 是 (m, p- M W) 
= Wo? (9), 

证 明 (1) 假定 WP (=W). BT FEE O° 的 测 
度 一 定 为 零 ， 如 其 不 然 ， 应 该 存在 某 个 开 长 方形 盒子 BCR’, € 
AQ, O° 的 交集 的 测度 均 为 正 ， 设 入 是 在 BN 人 上 人 恒 等 干 1 的 
Ci(R2 中 的 国 数 在 吕 上 的 限制 . 则 wE 环 ”2202) iti weW oy? (Q), 
由 引 理 3.22, EW? (R) 而 且 对 于 l<j<n, 在 R 中 在 广义 国 
数 意义 下 Du= (Du), RED EBETE, Ae Dw 
作为 一 个 广义 函数 也 就 在 B 上 人 恒 等 于 零 ， 由 推论 3.27, 名 在 B 中 
必须 几乎 处 处 等 于 常数 .因为 在 B 门 8 上 访 z)=1 而 在 BN 人 2' 上 
U(2r)=0, 我 们 得 到 一 个 了 矛盾， 因此 2° 的 测度 为 零 . 

现在 如 果 vEW™? (R") mE u ev E EVR, Wie 属于 
Wm (O), ABE RPE Ee u ETW (2), 由 引 理 3. 22,00W™?(R") 
而 且 能 用 Co C2) 中 的 国 数 来 逼近 , 但 在 只 上 v(r) =a(z), Iy: R" 
中 几乎 处 处 相等 . 因此 ”和 去 有 相同 的 广义 导数 从 而 在 全 ”CR7) 
PEA. MACD E W™ (CR 中 稠密 从 而 由 定理 3. 23, Q 
(m, p') - 极 集 ， 

(2) 现在 假定 Q 是 (1, Pp) - 极 集 而 且 是 (m, 2)- 极 集 ， 设 ue 
Wm? (Q), RINER EWT (2), 因为 EL? (BR"), 与 D 辣 相应 的 
广义 函数 Toa RTW (RR), 因为 (Do EL? (RYCH R”), 
所 以 Teon EW (R"), Ale Toji- wyw~ CW? (R"), {E 
是 在 人 上 Dü- (Du) SFE, MA supp Toyz jy ~ CQ", JA 
为 O° sé A, D-RE, ER EAE MRRP Dii= Du. 
通过 对 ja| 做 归纳 法 ， 类 似 地 我 们 能 够 证 明 对 于 |a| 委 mm E LA 
数 意义 下 DE (D'u), MEA aew™? (R"), 因此 由 定理 3.23, 由 
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于 O 是 (ms P-R, TEO LARE RF WECO), 重 

和 如果 (m, ABBE CL, D-t, MARA 3. 28 相当 于 
WE: O 的 (mr P AEREE W” (DWE? (9) 相等 的 充 要 条 
件 。 现 在 我 们 来 考察 这 种 可 能 性 ， 首 先 建立 包含 着 极 性 的 重要 性 
质 的 两 个 引 理 . 第 一 个 引 理 证 明了 COn, p)- 极 性 是 一 种 局 部 性 质 . 
3.29 引 理 FCR" 是 (m,B)- 极 集 当 且 仅 当 对 一 切 紧 集 五 C 
R", PNK 是 (ma 0 BSE, 
证 明 显然 对 于 一 切 紧 集 K, 的 Cn, p) ea FNE 
(mp-t SUERTE ICM, PEW" "(RY 是 由 (8) 式 
给 出 的 而 且 和 的 支 集 在 卫 中 . RAAT T =0, SECS R), 
CM: 当 |z|<1 时 Kz)=1， 而 当 |z| >2 时 妃 z)=0， 对 于 
e>0, 设 f.(Z)= 了 (ez) 所 以 当 es>0 十 时 对 z 一致 地 有 D"f.(7)= 
ee1DrfGea) ->0， 则 了 .TEW -™9" (RY) 而 且 对 任何 AED RRT 
有 

IT) FT |= 12) TEA) 

S| OCOLO 


0<|aigm 


5 Ss) pp fy ae| 
<jal<m fea \bB //R 
< 之 


Je 


w(t )= > 于 全 p (2)D°?U1—f,(r)) 


lalem \B 
>£ 


0 


woCzJPod(Cz) [2 


其 中 


eT E- E (Jp sa) 


lalem 
arp, ate 


因为 对 于 1z| < 过 ， 2) 一 1， 我 们 有 lim | wel, 二 0 因此 
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当 e04 WR h f TT, WE LTEK ASE 
集 , 根据 假定 f.T=0, 因此 T=0, E 
3.30 引 理 如 果 V<g HFCR"E (m,20)- 极 集 NFEE 
(m, 9 )- 极 集 . 
证 明 设 KCR" 是 紧 的 ， 由 引 理 3.29， 只 要 证 明 NK 是 (m, 
q)-RERBT. EGER 中 包含 及 的 有 界 开 集 ， 根 据 引 理 
2. 8, WE? (G)>W (G), RAW (ECW A), Tx 
EE KNAF pA LAR TEW! (R) th AE WG), Ae 
RTW. RA KNAF Em, p')-R%, T=0, Aie KAP 
Æ (m, 9') ARE. Of 
3.31 定理 设 p 之 2. M W”(Q)=W7 (Q) 当 且 仅 当 OB 
(m, Pp)- 极 集 . 
证 明 车 @* 是 (m, 9)- 极 集 ,因为 Pp 过 p, 所 以 Q' 是 (m, 信 - 极 集 ， 
因此 2° 也 是 (1, pp) - 极 集 ， 现在 由 定理 3. 28 就 得 到 所 要 结果 . Of 
3.32 能 够 利用 Sobolev RA GH (GE HH 5.4) 把 定理 3. 31 推广 
到 包括 某 些 p<2 的 情形 ， 当 (Cm 一 由 p<n 时 , RAZMAH 
W"?(R")>W"*(R"),g=ap/[n—(m—1)p], 
BBW RICH" R”), BIH p> 2n/(n+m—1), 
则 4'<p， 所 以 由 引 理 3. 30， 如果 9* 是 (m, 2)- 极 集 ， 则 O° 是 
(1, 2 - 极 集 . 注意 到 假如 和 >1 则 22/ (n 十 mr 一 1) 二 2， 另 一 方面 ， 
如 果 (m 一 D pn, 则 mp>n, 而且, 如同 在 3. 20 节 中 指出 的 那样 
除非 0' 是 空 集 , 这 时 人 "明显 地 是 (1, p) - 极 集 , O° 不 能 是 (mm, )- 
极 集 . 


因此 仅 对 于 由 1<p<min( 


2n 
D ar r ) 给 出 的 了 值 才 不 


知道 2° BY Cn, p)- ERE GA SB O° 的 (1, =), Abs 
价 于 不 知道 下 ”79) FW T (O) ERER. 


n 
m— 
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3.33 HWE (OAW (OH, WE DEW™ (OHEA 
Ñ. 在 Hilbert 空间 的 情形 ,p= 2, 我 们 可 以 考虑 由 所 有 的 oe 
(@) 使 得 对 一 切 %EC8Y (2), (vz, 内 二 0 的 那 种 函数 组 成 的 空间 
全 i， 每 个 EW™…?(Q) 能 够 唯一 地 分 解 成 4 二 ww 十 b 的 形式 ,其 中 
uoEWV F?(Q) ii EWE, 利用 分 部 积分 可 以 证 明 ， 任 何 vEWt ERB 
的 意义 下 一 定 满足 


24 (—1)"!Do(2)=0, 


O<talam 


因此 在 中 a. e 等 于 零 . 


坐标 变换 


3.34 ROLE IR OCR" HKR GCR 上 的 一 一 的 变换 , OF 
P=. i y=O(@ WR 


Yi=P (4, e a), Ti =p}, t, Yn) 
Yo= P(T, “e, En), T = oly, ee, Yn) 
Yn = Pr), er, Ea), f En 一切 (2 wees Yn) 


如 果 函 数 $1,…, bn 属于 C(O) BK bio, 属于 OG) 我 
们 就 把 D 叫做 是 m- 光 滑 的 . 
如 时 是 定义 在 上 的 可 测 函 数 , 我 们 能 够 用 
Au(y)=u(W(y)) (13) 

定义 G 上 的 一 个 可 测 函 数 . 假设 O 是 1- 光 滑 的 , 所 以 对 一 切 rE 
OQ, FREER c,0,0<c<0， 

c<|det®’(r)|<c (14) 
[当然 ,这 里 D1) 表示 Jacobi 矩阵 Iga, e, yn) /A@1, 1%), 
不 难看 出 ， 由 (13) 定 义 的 算 子 4 把 LQ) 有 界 地 变换 到 LG) 
上 ,而 且 有 一 个 有 界 的 逆 算 子 ， 事 实 上 (对 于 1<p<oo) 
e 74 。 


Fal no <PAUL go <OF VL poe 
对 于 Sobolev 空间 我 们 建立 一 个 类 似 的 结果 .， 
3.35 ”定理 EOE mci, He m>, MAREWA) 有 
界 地 变换 到 WW"(G) 上 而 且 有 一 个 有 界 的 逆 算 子 。 
证 明 我 们 现在 证 明 对 任何 wEW"™?(Q) RER [Aul mr 
const |%|m,2,0 RIL, 常数 只 依赖 于 变换 吏 。 利 用 算 子 4: 把 定义 
EG .上 的 函数 变换 到 定义 在 人 上 的 函数 ， 用 类 似 的 方法 能 建立 逆 
MBX Atl mne constiuim po . E 
由 定理 3. 16 3 FEN Me™ (2) FEE OA) 的 序列 
{un} EW? (9) 的 范 数 下 收敛 到 w， 对 于 这 种 光滑 的 w, 用 归纳 
法 容易 验证 
D (Au, (= D Ms [ACD 1(y), (15) 


IISI al 
其 中 Ms E—-AKERR T a fy HW PR SISK, 
其 中 有 关 甸 分 量 的 导数 的 次 数 不 超 过 |B|， 如 果 4E 络 (9), 我 们 
从 (15) 和 分 部 积分 得 到 
(=| (Aun) (DG yay 
= 5 | LAD)Iy) Mas y)dy, (16) 


181xlol 


或 ， 用 甸 (z) 来 代替 9 而 把 9 EM Ba HH 
(一 Do| wks) DG) Bz)) | dot’(z) | de 
-5 | D'u, (7 Ms (Bz) | detO"(2) | der. (17) 


}Bislal" ? 
Ala xt Bl<m HE LCA) rh Dia, >u. 当 nn->o0o 时 ,我 们 可 以 通过 
(17) 式 取 极 限 , 因此 我 们 得 到 用 % RE u, 的 (16> 式 ， 因 此 对 于 任 
何 wEW™s( 人 9) 在 弱 的 意义 下 (15) 式 成 立 ， 从 (15) 式 和 (14) 式 我 
们 得 到 


[ 1D" (Au) (9) ray 


<( E 1) max (supl Mor COD") Dm CD) [744 ) 
Islal / lal<lal vee G 
«< const max | [Du (lz) | ?dx. 

lél<lal sa 


由 此 得 到 |A2|m,p,¢<const | 2 lm p o i 

在 以 后 各 章 中 特别 重要 的 是 与 非 奇 异 的 线性 变换 十 ， 或 更 一 
般 地 ， 仿 射 变 交 (由 非 奇异 的 线性 变 痪 和 平移 组 成 ) 相 应 的 上 述 定 
理 ， 对 于 这 种 变换 detB'(x) 是 非 零 常数 ， 
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第 四 章 ”内 插 和 延 拓 定理 


区 域 的 几何 性 质 


4.1 定义 在 区 域 9 上 的 Sobolev 空间 的 很 多 性 质 ， 畦 别 是 这 些 
空间 的 嵌入 性 质 ， 依 赖 于 马 的 正则 性 ， 这 些 正则 性 通常 表示 为 任 
一 给 定 区 域 可 能 满足 也 可 能 不 满足 的 几何 条 件 ， 我 们 下 面 指出 五 
个 这 样 的 几何 条 件 ， 包括 在 第 3. 17 节 已 经 遇 到 的 线段 性 质 , 并 且 
考虑 它们 之 间 的 关系 首先 ， 我 们 引进 某 些 有 用 的 几何 概念 和 符 
F. 

给 定点 <ER", 中 心 为 4 的 开 球 巨 ,不 包含 = 的 开 球 Ba, 集合 
C,=B,N (z 十 Ay 一 45):yEBs,4>0} 称 为 顶点 在 的 Re 内 有 限 
争 ， 我 们 还 把 顶点 在 0 HERE O 经 过 平移 变换 后 得 到 的 顶点 
在 的 有 限 锥 记 作 7+ C= {e+ y:yEOo}. 

RAEI gst ER", RA P=] D :0< 


| f=1 
<1，1<j<n}) 是 一 个 有 一 个 顶点 在 原点 的 平行 多 面体 ， 类 似 
地 ,z 十 P 为 五 的 平移 变换 , 它 有 一 个 顶点 在 。 显 然 ,我们 说 zx 十 


已 的 中 心 , 指 的 是 点 e @+P)=at S(t mt ya), 每 一 个 


有 一 顶点 在 2 的 平行 多 面体 都 包含 一 个 顶点 在 T 的 有 限 锥 ,反之 ， 
它 也 包含 在 这 样 的 一 个 有 限 锥 内 . 

集合 SCR 的 一 个 开 覆 盖 书 称 为 是 局 部 有 限 的 ， 如 果 及 "内 
任 一 紧 集 合 最 多 只 能 入 的 有 限 个 元 素 相交 .这 种 局 部 有 限 的 集 
合 组 必定 是 可 数 的 , 因此 它 的 元 素 可 排 成 序列 .如果 忍 是 闭 的 , 则 
SWF BE A aA BR FES. 
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我 们 现在 定义 开 区 域 OCR 可 能 具有 的 五 个 正则 性 . 
4.2 名 具有 线段 性 质 ， 如 果 存 在 bdryQ 的 局 部 有 限 开 覆盖 {0 
并 且 存 在 对 应 的 非 零 向 量 序列 (ys) 使 得 车 对 某 一 了 ，zE8 NU; 
则 对 O<t<1, a+ ty;EQ. 
4.3 具有 锥 性 质 ， 如 果 存 在 有 限 锥 0 使 每 一 点 ?EQ 是 一 个 包 
SFO 内 且 全 等 于 0 的 有 限 锥 0; OUR. GEE Ce 不 需要 由 C 
经 平移 变换 得 到 , 而 只 要 是 刚体 运动 . ) 
4.4 QRH- KREM, iE bdryQ 有 局 部 有 限 的 开 槛 盖 {0))， 
以 及 对 应 的 有 限 锥 序列 {0;}， 每 一 0; 全 等 于 某 一 固定 的 有 限 E 
C ,使 : 
(i) 对 某 一 有 限 的 收 , 每 一 U; BDF, 
Gi) 对 划一 d>0, U UjDO,= (TEQ : dist (x, bdryQ)<6)}. 
g=1 
Gi) sets, U @royeeca, 
(iv) 对 某 一 有 限 五 ， 集合 Q; 中 的 任意 RHI PR FAR, 
4.5 QR A RH 部 Lipschitz 性 质 ， 如 果 存 在 正 数 5 和 M, 
bdry9 HF BABAR BES), RHE UB Phn—1 
个 实 变量 的 实 值 函数 fi 使 得 以 下 条 件 成 立 : 
(i) SHEAR, AU; 中 的 任意 有 +1 ARE BI. 
(ii) 对 所 有 满足 1z 一 外 一 的 点 X} z, ,YEQ,= (EN: dist 
(a, bdry Q) <DE jE 
vgEY j= (aU jz dist(s, bdryU;) >ô}. 
Gii) 每 一 函数 了 满足 关 TARM Lipschitz 条 件 : 
IF CEs s Sas) FC oe ni) |< Himmi Eni — 
Mn-1) l- Ti ' 
Gv) wt U; Ati RRA iv 8% $s, » sin ne; 


由 不 等 式 
. 7g » 


nf, Eini) 
RAVER, MROAAF, 以 上 相当 复杂 的 条 件 简化 为 Q 
有 局 部 Lipschitz ja, Wl, Q 的 边界 上 每 一 点 2 有 一 个 邻 域 忆 。 
使 bdry QU, — Lipschitz 连续 函数 的 图 . 
4.6 QRAR OENE, MRE bdryQ 的 一 个 局 部 有 限 
FEMA), 以 及 对 应 的 mn- 光滑 一 一 变换 的 序列 { 呈 )) ( 见 第 3. 34 
节 ), D; EU; R B= {yER": |y| <DE, 使 : 

G) 对 某 -6>o, U K UESELE 其 中 

f=1 

W ,= $j. 

Gi) 对 某 一 有 限 五 , 集合 Di PEER Rt 个 交 于 空 集 , 

Gii) 对 每 一 了 (Uj 09)= {yEB: ya>0). 

(iv) ”如果 (i, ay *** "$i, n) 和 (Wj, 19 ty By, n) 分 别 表 示 D; 和 
友 ; 的 分 量 , 则 存在 有 限 M， 使 对 所 有 的 % ， jal <m, 对 所 有 的 i, 
1< i <n, 和 对 所 有 的 了 , 我 们 有 

| D° pj, DS <M, LEU; 
ID*4;, y) <M, yCB. 
4.7 除了 锥 性 质 以 外 ， 所 有 以 上 其 他 性 质 都 要 求 2 J 只 在 它 的 边 
界 的 一 a 在 第 3. 17 节 中 提 到 的 二 维 区 域 9. ` 即 ; 
={(z, y)ER*: 0< |æ] <1,0<y<1) 
uemammsnme nn SRA. RA DRIES ERK RO 
一 致 0"- 正 则 性 (m 之 1) 
之 ” 强 局 部 Lipschitz 性 质 
=> 一 致 锥 性 质 
> RE. 
HARRPAMPARMRASGRARKREEM, BmA-*+ 
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要 求 强 局 部 Lipschitz t4. SSE T a MALERE EM, 
RM EH AR RR LP” Base Lipschitz ER, PRX 
为 下 面 Gagliardo 的 定理 [24]. 

4.8 定理 (Gagliardo[24]) ROAR 中 具有 锥 性 质 的 有 界 区 
bh, SFA — p> 0, 存在 只 的 开 子 集 的 有 限 集 族 {2， Qo, +, Om}, 


使 得 2 = | 2; 并 且 每 个 2; 对 应 一 个 号 ;的 子 集 4 直径 不 超过 p, 
g=1 


以 及 一 个 有 一 顶点 在 O 的 开平 行 多 面体 Pj;, E= | eP). 


此 外 ， 如 果 p 充分 小 ， 则 每 一 个 Os 具有 强 局 部 Lipschitz 性 
质 . 
证 明 设 C, 为 顶点 在 0 的 有 限 锥 ,使 任意 的 zED 都 是 与 Cu 全 等 
HAREC 的 顶点 ， 显 然 可 以 选 有 限 个 有 限 锥 C, =, Cu 
每 一 个 顶点 在 O (每 个 的 锥 角 小 于 Cu 的 锥 角 ) 使 得 任何 顶点 在 0 
的 与 Cy 全 等 的 有 限 锥 必须 包含 锥 C; 中 的 一 个 , 1 jk, AYE 
Ci 设 P; 是 一 个 开平 行 多 面体 ， 它 的 顶点 在 原点 并 且 PSCC, W 
对 每 一 xEQ 存在 让 1<j<h, 使 
e+P;Ca+C;Ce,ca. 

因为 Q 为 开 的 并 且 z 二 ;是 紧 的 。 因 此 对 充分 接近 于 xz 的 所 有 的 
y,y 十 PCQ， 因 此 对 所 有 的 TCO, 我 们 能 找到 VE EHEN j, 
1<<j<h,zEy+P;CQ，( 因 此 任意 的 有 锥 性 质 的 区 域 可 以 表示 为 
有 限 多 个 平行 多 面体 的 平移 的 并 . ) 

设 A= (EQ: 2+ P;CQ}, mEt j,diamaj<p, $ 
们 取 m=k,& A; =A, MQ;= U @+P) ,注意 定理 的 第 一 部 分 


已 经 证 明 , 否则 我 们 把 4; 分 解 为 集合 A; 的 有 限 并 使 得 diam4i 
<p. SHEK P;;=P;， 把 全 部 集合 A: 重新 排列 成 有 限 序列 
A, ores Am. 把 对 应 的 Pj; 重新 命名 为 Pis gee, Pra; 最 后 令 Q;= 
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U (+P;) 得 到 同样 结果 (图 2 试图 对 于 情形 


2Z641 
Q= {x, ER; 0<jr| <1, 0<y<]}, 
Co= (æ, ER; a>0, y>0, atty*< th 
p=13/16 
表明 这 些 说 法 , 在 此 情形 只 可 被 仅 四 个 开 子 集 0; 所 覆盖 , 它们 仅 
对 应 于 两 个 不 同 的 平行 多 面体 . ) 


-GO 


P, M P, 


图 2 


剩 下 还 要 说 明 如 果 pp 充分 小 , 则 每 一 OQ; 有 强 局 部 Lipschitz 
e 8] > 


HER. 6 TES YM RBI = U (+P), 其 中 diamé<p 
和 了 是 一 个 固定 的 平行 多 OK, BATA ARJ Lipschitz 
对 了 的 每 个 顶点 v2; 设 Q= {y=9; 十 4(x 一 29) :xEP, A>0} 是 
由 了 生成 的 顶点 为 2; 的 无 限 锥 . 则 P= 10; 这 里 是 对 也 的 所 有 
2 个 顶点 取 交 集 ， 设 只 一 U (@+Q;), 4 ô=dist (P 的 中 心 ， 


tEA 
bdryP) FFAS BAER o=0/2 的 任意 球 、 对 任意 的 固定 TEQ, 
B 不 能 与 YY 十 已 的 相对 两面 相交 ， 所 以 我 们 可 以 找到 书 的 顶点 2; 
使 得 z 十 2 是 8 十 已 与 8 相交 的 所 有 的 面 的 公共 点 〈 如 果 这 样 的 
ME). NBO @+P)=BN (tg), 现 设 x,yE4 并 假设 8B 能 
和 z+P 与 y+P 的 相应 对 面相 交 ， 即 , 存在 P 对 面 上 两 点 a 和 5 
使 Xx 十 aE€B 及 y+5EB， 则 
p>dist(x,y) = dist(x+b,yt+b) 

=dist (x+b, wi+oa)—dist(r+a, y+ 6) 

之 26 一 2c 一 6 
因此 车 6<6, 则 对 任意 的 x,yE4,B 不 能 与 + 十 PP 和 yg 十 P 的 相应 
对 面相 遇 ， 因 此 对 某 个 固定 的 六 BN @+P)=BN (+O) 与 
ZE4 FER, 从 而 BN OQ =BNQ sy, 

E BY abies = (E, En) = (Err ee, Eni En) EE, AM P 
的 中 心 到 点 2; HARAKA, Met) ABEB AAEN E< 
fr (8) 的 不 等 式 确定 ,其 中 fe 满足 一 个 常数 与 x 无 关 的 Lipschitz 
条 件 ， 因 此 2 站 B, 因 之 名 人 MB, 由 和 之 1(E 外 所 确定 , 其 中 FE) 
=supf.(S) RS a —+ Lipschitz 连续 销 数 ， 由 于 对 bdry2 上 任 


一 点 的 邻 域 了 都 可 以 这 样 做 , 所 以 人 有 强 局 部 Lipschitz EJA. Ml 
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中 间 导 数 的 内 插 不 等 式 

4.9 ”我们 考虑 根据 函数 wEWWV™… (O) RIE la] =m 阶 导数 Dew 的 
L?- 范 数 来 确定 导数 Dw(|Bi 过 m) 的 5?- 范 数 上 界 的 问题 ,这 样 的 
内 播 不 等 式 曾 被 很 多 作者 得 到 , 诸如 Ehrling[23], Nirenberg[53, 
54], Browder(11, 12], 和 Gagliardo[24, 25], 并 且 可 以 做 大 量 推 
广 ， 涉 及 非 整 数值 mw 的 下 "(0) 的 定义 的 推广 通过 适当 的 内 插 论 
证 就 可 完成 ( 见 第 七 章 ). 

从 一 个 简单 的 一 维 内 插 不 等 式 开始 是 适当 的 ， 对 下 面 更 一 般 
的 定理 来 说 , 它 仍 然 是 典型 的 并 且 提 供 了 证 明 的 基础 ， 
4.10 引 理 -oxido Hi<p<co, EHP 0 之 eo 过 
co， 存 在 有 限 常数 K=K(eo p, ba), EX 0 二 5 一 4 之 oo 连续 地 
依赖 于 5 一 a, 使 对 所 有 满足 0 二 e 志 eo 的 s， 以 及 对 所 有 在 开 区 间 
(a,5) 上 二 次 连续 可 微 的 函数 f 

[rc arrel Pdt + Ke! | FC pat. (1) 
FE, 如 果 b—a=0co, MATRA] K=K(p) 使 (1) 对 所 有 的 正 数 e 
成 立 . 
证 明 只 要 对 实 值 函数 了 证 明 (1) 就 够 了 , 因为 ， 假 如 已 经 证 明了 
这 一 点 , 把 任意 了 写成 f=w 十 iv, wv 为 实 值 , 我 们 得 

| FD =f" wayray at 

<max(1, 27°91" Cwt) [v'(t)| at 


<2Kmax (12°) ef fe) trate If raal, 
不 失 一 般 性 我 们 还 假定 eo= 1, 因为 假定 引 理 已 在 这 种 情形 证 
明了 , 由 于 0<e/eo<1, 所 以 由 (1) 我 们 得 
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[PCy tdt<K-cefes)| FC) eat 
+K-(eo/e) | fC hat. 


随 之 , 它 导出 (1),K= K (eo p,b—a) = K, p,b—a) max (E0, e°). 
因此 我 们 假定 为 实 值 并 且 se= 1， 暂 时 假定 o 一 0 和 0 一 工 
如 果 O<E< GME <n<1, 则 存在 ACE, 0) Ht 


ra= EREE <3if@ t3. 
因此 对 任意 的 zE CO, 1) 
Ia 六 二 PC)a| 
<3IfO1+3/F I+] CD La 
Hf & (o, 言 ) 上 和 对 7 在 ( 2, 1) 上 积分 以 上 不 等 式 得 
FEOS IO e+ [IF dinti f PEt 
<fi | fa. | 
由 Holder 不 等 式 
IPEK] FC rattan! | ifr (ty leds, 
因此 
| POKE, | FG) sat +x, | IFC leat, 
其 中 Kj= 2.97, SERA (0, 0), 作 变 量 赫 换 得 
F POK, 0—0)" | preds 
+K (6—0) >|" IFC) rat, (2) 
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因为 Oe, 所 以 存在 正 整 数 % 使 
Teoreyneen 
对 j=0,1, =, Nn， 令 aj=a+ (b—a) j/n, EER 9; 一 0;-1= (一 
a) /mw 由 (2) 我 们 得 

Fife roa 


<r Z S S orar 


+H fe KOKI, 
<K (p, b—a) fef f(t) dt 


et IRE att, (3) 


其 中 K(p, b—a) = K pmax[ (b—a)?, 2” (b—a)~"]. 
现 设 
max K(p,s) 如 果 b-a>1 


tesc2 


max, K@,s) 如 果 0<b—a<l 


b-a<e< 

则 对 0<b—a<o, KA, %,5 一 9) 有 限 并 且 连 续 依赖 于 8 一 a。 对 
b—a<1, (1t) 直 接 由 (3) 得 出 ， 对 1<b—axoo, KE (a, 了 ) 可 以 分 
成 (可 能 是 无 穷 多 个 ) 子 区 间 , 每 个 子 区 间 的 长 度 在 1 和 2 之 间 , 从 
而 把 (3) 用 于 每 一 个 子 区 间 , 求 和 得 (1). 

最 后 ， 设 2 一 5= co。 作 为 典型 我 们 假定 4 HARM b=% 其 
祭 的 情形 是 类 似 的 ， 对 给 定 的 se>0， 设 aj=a+ je”, j=0,1, 2, 

- 则 ajai e, 用 (2) 式 得 


Prora =D Fa 
° gai" 95-1 


Kn 5-0) =) 


<Kye Sof” ifr ira 
f=1* Fin 


+ Ke Sf" FOr, 
fui? 99-2 


ERE) K=K, RRF p. E 
4.11 Xf 1<p<0co 和 对 整数 j, Sm, EW) 上 我 们 引 
HEZEA | + | 3,2 如 下 : 
ljp 
Jule [tl sno} D | [Dewey as. 


lal=j 


显然, Il oo [tilo = lulo E u HE DCO) Pa HE RSE HL 
17 
[els=) D lel de 


O< jam 


如 果 j>, lela 是 一 个 半 范 数 一 一 它 有 范 数 的 所 有 性 质 除了 
lul =0 FRAR u EW (OQ) ASE; 例如 ，w 可 以 是 一 个 
有 限 体积 的 区 域 侣 上 的 非 零 常数 ， 在 我 们 下 面 研 究 的 某 些 情形 ， 
+ | mje 对 空间 厂 ?2?(2) 是 一 个 等 价 范 数 ， 圭 别 地 ， 当 只 为 有 界 时 
是 如 此 . 
现在 我 们 建立 形 如 

atl je Ke | tl ppt Ke Da] op (4) 
的 内 播 不 等 式 ， 其 中 0 委 j 生 加 一 1， 下 面 的 引 理 说 明 一 般 说 来 我 
们 只 要 在 特殊 情形 j=1, m=2 建立 (4) 就 够 了 ， 这 一 简化 在 下 面 
的 三 个 内 插 定理 中 都 要 用 到 
4.12 3 引 理 “ 设 0<060<<co, 设 m>2, 并 设 

eo min (Bp, 62, +, O77"). 
假设 对 给 定 的 名 1<p<oo, 以 及 对 给 定 的 QCR" 存在 常数 K= 
Ko, p, Q) 使 对 所 有 的 有 限 的 6，0<6 生 56， 并且 对 所 有 的 
wuEW%?(Q), 我 们 有 
|| 1,e<KG|ulo pt KS lulo p (5) 
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则 存在 常数 K=K(eo, m, p, 2) 使 对 所 有 的 有 限 的 £ O<e< ep, 
所 有 的 整数 j, OS jm —], 所 有 的 wxE 序 ”9) ,我们 有 
| | ie Ke | | mp t Kei" || 0, p° (6) 


证 明 AA 7=0, (6) 式 是 明显 的 ， 我 们 只 考虑 lsjcm—1 的 
情形 证 明 通 过 对 mm 和 了 双重 归纳 完成 ， 出 现在 推导 中 的 常数 
Kı, Ks,… 可 以 依赖 于 ôo CR Eo), m, p, AQ, RTH BX mH 
证 明 (6) 式 j= m—1 的 情形 , 这 样 (5) 就 是 m= 2 的 特殊 情形 ， 假 
EME k, 2<k<m—1, 

juls- SK Ol ul, t KO Fluo, (7) 


对 所 有 的 60<S<Sd, MMA EWO) 成 立 ， 如 果 
wxE 下 入)， 我 们 证 明 (7) 式 用 十 1 代替 天 时 仍 成 立 (常数 瑟 
PED, 如 果 |a| = 一 1, 我 们 从 (5) 得 

| D'u] 1,2 K25|D*u] 29+ K287 | Du] oz。 


把 这 个 不 等 式 与 (7) 式 联 立 , 对 0<7< 委 6 我 们 得 
Jul r <E, > |D*ul.,p 


lai=b—1 
<K,6|u| rapt Kad *| ul aoe 
<K Ol Ul ,st KK Oniu) 1, 
+K,K,0"'n'* |u| op 
不 妨 假定 2 后 ,天 ,>>1， 因 此 我 们 可 以 取 7=6/2K,K, 因此 得 
lula 2K ð lult (6/2K 1K) lul yp 
<K,ô| ul rs, pt Kd [ul op 
这 就 完成 了 归纳 , 对 0<6 委 6 建立 了 (7) 式 ， 从 而 对 jam—1 和 和 
0<* 委 4 建立 了 (6) 式 . 
我 们 现在 对 7 作 反 向 归纳 证 明 : 
| ut s,s Ked™ | ulm pt Kð wo (8) 


对 l<jem—1 和 0<6<<66 成 立 ， HER (7) KA k= m 是 (8) 式 
J=m—1 的 特殊 情形 、 因 此 假定 (8) AHE JOSM- R 
立 。 我 们 证 明 它 用 7 一 1 RE 时 仍 成 立 (常数 Ko TIBI)... 从 (7) 
和 和 (8) 我 们 得 
Julii S Ks luli pH KO? [ufos 

SK: (Kð™ i ulm pt Kod lulo p + Kd | | 0,» 

SKD ulm pt Kg FY |u] op 
所 以 (8) 式 成 立 ， 由 (8) 式 中 令 b= el) ERA R 56 委 do 则 
een EREC. I 
4.13 定理 ”在 在 常数 K=K(m, 如) 使 对 任意 的 QCR’, EÈ 
的 e> 0, 任意 的 整数 j, OS jml, 和 任意 的 EWEA), 

|e) j,2Q Ke] u] apt Ke | alo,» (9) 

证 明 由 引 理 3.22 在 只 外 延 拓 为 零 的 算 子 是 WHO) 到 
Wr MSR A. AUER Q=R* 建立 (9) 式 就 够 了 F 
样 , 由 引 理 4. 12 我 们 只 要 考虑 j=1, m=2 的 情形 (j=0, m=1 
的 情形 是 平凡 的 .) 对 任意 的 o> 0 和 任意 的 SECT (R") 我 们 由 引 
理 4.10 得 


J. 


5,02) | ae< Ke? im Este | dm 
+Ke*{""| 6(2)|tdey 


对 z 的 其 余 分 量 积分 , 我 们 得 
1D;¢1,<Ke?|D59],+Ke "I$ls. 
从 而 


[Oli p< Ker > [Did |i +nKe "dio, 
1=1 


Ke? $l, tnke 引用 | 
只 要 取 p 次 方 根 并 且 注 意 到 C8 RE WR) 内 稠密 即 可 得 到 
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(9) 式 的 j= 二 1, m=2 的 情形 . 时 

4.14 定理 (Ehrling[23], Nirenberg[53], Gagliardo[24]) 
it OCR 具有 一 致 锥 性 质 (4.4 节 ), HAR eo。 是 有 限 正 数 ， 则 存 
在 常数 下 二 下 (eo, m, p, 2) 使 对 任意 的 e, 0 天 e 委 so， 任 意 的 整数 
J, 0 和 jm 一 1 以 及 任意 的 wEW"?( 人 2) 

, [| 5,2 Ke | Ul m, pt Ke"? | al 9» (10) 
证 明 m= 1 情形 是 平凡 的 ;再 者 由 引 理 4.12 只 要 对 j=l, m=2 
建立 (10) 式 就 够 了 ， 此 外 , 由 引 理 4.10 证 明 中 第 二 段 所 用 的 讨论 
我 们 可 以 假定 so 一 1 

在 证 明 中 我 们 始终 利用 第 4 4 节 中 描述 驴 具 有 一 致 锥 条 件 的 
FES. 如 果 5 是 该 池 条 件 GD 中 的 常数 并 如 果 A= CA, e An) FE 
重 整 数 , 我 们 考虑 立方 体 

万 ;= {rER": 40/2/ n <a,<(A,+1)6/ 2/2}, 
则 R"= |] H, 并 且 diam H,=8/2, 设 Qo= |] H, FEQ~ 


H,coa 


QCCA,’ 如 果 和 集合 UU， U», … 和 Qis Qe NB 4.4 节 ， mj 
2= YE GiNQ)UQ.= [GUR 
了 = 上 j=1 


我 们 证 明 对 任意 的 EWA) 
(ulino SK e u] ,2,05+ Kie 7] 4] ,pos (11) 
以 及 对 j=1,2,3,… | 
Julino S Kae? [utz o t Ke? juli, o (12) 


其 中 K, 与 j 无关， 因为 任意 有 +2 个 集合 DQ, Qor Qo … 交 于 空 
集 , (11) 1 12) RA 


œ 
Jul EES Juli sot 5 {14,0500 
gel 


wo 
<max(K,, K) fer Lal ot er > | | 2,s,0; 
1=1 
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+2° ul 4,n0,+27 > lult no} 
gat 


<(R+ 1) max (K,, Ka) (e? |u| f, a $e? (41 4,2,0}, 
R pk ARGAS, m 52 WE). MAR T RRE A) 
和 (12) . 
如 果 wEC"(Q)NW**(Q), Æ CAPENA 1 和 6/2v/ nw 到 
(4 十 6/2MV rn 区 间 上 的 zi 的 函数 ,我 们 用 引 理 4.10 Fu, 然后 
在 类 似 的 区 间 上 对 其 余 变 量 积分 , 得 到 对 任意 的 HCO 


| Diu) | ?dv Ren Í, |Dèu(2)| ede 
+K]  |u(z)| rae, (18) 


其 中 K, 只 依赖 于 ?和 五, 的 边 长 (也 就 是 通过 6 和 依赖 于 9)， 
把 (13) 式 对 1<k<n RM, 我们 得 | 

lul? pm < Ke? [Ul 2,02, taK? ulh, pm (14) 
因为 立方 体 五 不 重 又 ， 我 们 把 (14) RUMAH HCA R 
和 得 到 OD 式 ， 共 中 下,=nKs， 因 为 0~(8) NW*?(9) 在 
WCO ARIE, (11) 式 对 所 有 的 EW (ORY. 

(12) 式 中 的 常数 只 依赖 于 p, MM O 的 大 小 ( 见 第 4. 4 节 ). 
预料 到 这 一 点 , 并 且 注意 到 所 有 锥 Ci 与 锥 CO 全 等 ， 大 小 完全 由 
确定 , 为 了 简 音 起见， 我 们 在 考虑 (12) 式 时 去 掉 所 有 的 下 标 J. it 
5 是 C 内 一 个 方向 的 单位 向 量 ， 并 且 设 Qi= {y+tE; yeQnu, 
O<t<h}, Jeep h BO 的 高 (图 3), 因 此 由 一 致 锥 性 质 条 件 Gii), 
(ONUCA, EFF E 的 直线 工 或 者 与 人 8: 不 相交 或 
者 与 Q; 交 于 长 为 p 的 区 间 , 其 中 ， 由 一 致 锥 性 质 的 条 件 WD, b<p 
<h+diamU<h+M, H3 4.10, wE uct NW (Q), 


| Dulrds< Ke? | |D?u| rds 
LNA; LNat 
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(15) 


Lo, 图 3 | | 
Rh D, 表示 方向 & 的 微 商 且 K 可 以 选 得 只 依赖 于 p, AAM, 即 
RKF PMO, HO, RABAT E 的 超 平面 上 ， 在 此 投影 上 
积分 (15) 式 得 
MELZO] _, Dalz) | tde 

SKi ef  |Diu(a)|edet+ Ke] lulz) lsds 

<K, erf IDE u(x) | ?da+ Ke~’ | Ju(2)| rae. (16) 
现在 设 Ei 0, En 是 R" 内 的 单位 向量 基 ， 它们 每 一 个 的 方向 包含 
在 锥 CO 内 ， 对 于 1<k<n, Du(2)= > a;D, u(t), 其 中 常数 o 满 

1=1 


A a;|<1/V, lc jxn, V Ay En bs 张 成 的 平行 多 面体 的 体积 . 
e 9J œ 


(读者 可 以 证 实 这 一 断言 , 它 是 线 代数 的 简单 练习 . )T 的 下 界 可 以 
FEC 的 立体 角 所 确定 一 一 也 就 是 说 ，51,…, én 随 着 黎 盖 的 小 块 
U 变化 , 总 可 以 选 得 使 了 与 了 无 关 . 由 (16) 式 得 


kd 
| Daad S| Daue) da 
anu $217 ane 


<K, Ske | DCs) lart Kye? | ve 


g=1 

< Keet |u]? qt Kee ? luli ng 
对 万 求 和 并 利用 0~(Q) NW? (Q) te W? (2) 内 的 稠密 性 即 得 
所 要 的 不 等 式 (12)。 Of 

如 果 吕 有 界 , 以 上 定理 可 在 较 弱 的 假定 下 证 明 
1.15 定理 ROER 内 具有 锥 性 质 的 有 界 区 域 ， 则 定理 4.14 
的 结论 对 侣 成 立 . 
证 明 由 定理 4.8 存在 吕 的 开 子 集 的 有 限 集 族 (Qn =, Q) 使 
Q= Us， 并 使 每 一 个 中 是 某 一 个 开平 行 多 面体 的 平移 的 并 集 . 
显然 只 要 对 每 个 9; 证 胃 类 似 于 (11) 的 不 等 式 就 够 了 ， 所 以 不 失 
-BERMEO = 【 (+P), Rih AE RAM, 是 一 


个 有 一 个 顶点 在 原点 的 开平 行 多 面体 , 设 Ea, …， En 是 从 原点 出 发 
的 了 的 % 条 边 方向 上 的 单位 向 量 ; 并 且 设 1 是 这 些 边 的 最 小 长 度 ， 
则 平行 于 一 个 向 量 é 的 任何 直线 也 与 如 的 交集 或 者 是 空 集 或 者 
是 线段 的 有 限 集 族 ， 每 一 线段 长 度 介 于 7 AidiamOz A, 如同 
(16) 式 一 样 由 此 得 到 对 光滑 录 数 和 


| |D,u(a)|?de<k e| |D} ula) d+ Ke] |uCx)| ?dz. 
Q a n 


因为 {81, En e Enh de R 内 的 一 组 基 ， 类 似 于 (16) 式 后 面 的 论证 ， 
现在 就 能 证 明 , 对 所 有 weW?-? (O) 
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| WIE oK? [Ul Z, po t Kae? || 8,20 
成 立 . | 
4.16 推论 在 下 列 空间 上 : 
(i) Wh (人 1) 对 任意 区 域 9, 
Gi) W» (8) 对 任意 具有 一 臻 锥 性 质 的 区 域 Q, 
Gi Wm(9) 对 任意 具有 锥 性 质 的 有 界 区 域 A, 
由 | 
CORE Bnat (ul G9,0} 7 
ELWER) no 是 等 价 于 通常 范 数 | lmno 的 一 个 范 数 . 
4.17 定理 (Ehrling[23], Browder[12}) 如 果 QCR" 具有 
一 致 锥 性 质 或 者 如 果 它 有 界 且 具有 锥 性 质 ， EH MR 1<p<oo, 
则 存在 常数 K = K (m, p, 9) 使 对 0< jm 和 任意 的 ucWw™*(Q), 
feel sje Lee | ell gry (17) 
此 外 ，(17) 式 对 所 有 的 uewe (O) 成 立 ， 常数 K=K(m,p,n) 与 
ATZ. 
证 明 不等式 (17) 对 j=0 R j=m BER, HO<j<m, 我们 
接连 地 应 用 (10) 式 得 
Jel io<K ye lulm pt Ke"? Yul, (18) 
对 于 所 有 e, O<e<l, URSA EWO Rar, K, 只 依赖 于 
My p, ANQ, (由 定理 4. 13， 同样 的 不 等 式 对 所 有 EWT (A)R 
Y, K, 只 依赖 于 m, p 和 人 如 果 我 们 在 (18) 中 令 
e= (ful op/ fulin s) CO 
就 对 u0 得 到 了 不 等 式 (17). E 
我 们 注意 (17) 式 同样 代数 地 昔 涵 (18) 式 : 特别 地 ， 在 第 二 章 
不 等 式 (4) 
ab<(a?/p) + p), O/P +p)=1 
中 ， 令 p=m/j, p= /mn 一 力 ，0 二 (emp ?YY” 和 
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b= e Mal", MTA 17) 式 的 右 端 不 超过 (18) 式 的 
Avi. 


包含 紧 子 区 域 的 内 播 不 等 式 

4.18 ”函数 uCW™? (D2) 的 中 间 导 数 Deu(16| 委 和 一 ID) 的 Z2(2)- 
范 数 的 上 界 可 以 由 半 范 数 [ul nro 和 % 在 一 个 适当 的 子 区域 上 的 
Lr- 范 数 表 东 出 来 , 这 个 子 区 域 的 闲 包 是 有 界 区 域 2 的 紧 子 集 ， 我 
们 建立 某 些 这 一 类 的 混合 内 揪 不 等 式 ， 方 法 与 上 面 推导 内 播 不 等 
式 的 思路 一 致 . (例如 参看 Agmon 的 工作 [6].) 

4.19 引 理 iza, bE R | HERR AHA 1<p<oo, 则 
存在 有 限 常 数 K = K (p, 5 一 a), 并 且 对 所 有 的 正 数 。， 存 在 数 O= 
6(e,8 一 9 满足 0<28<b—a, ERAH (a, 5) 上 的 连续 可 微 函 数 
了 满足 


| RDPatsEe| PCDPat+E| fC) Ia 29) 


此 外 , 可 以 选 与 2 一 4 无 关 的 到 和 6 的 固定 值 使 (19) 式 对 所 有 的 区 
ial (a, 5) 都 成 立 ， 只 要 区 间 的 长 度 在 两 个 固定 的 正 的 界 之 间 : 0< 
i,.<b—acl,<o0, | 

证 明 证 明 与 引 理 4.10 KM, BRL a=0 Fl b=, FF 4 


Lent, 如 果 0<z<1， 则 


If(2)| =| Fan) + | [roaleiron f KO 
在 (可 村) 上 对 9 积分, 导致 
fi <3f IE dnt | Pat, 


由 Holder HARA p>, 
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IEDs f FO rat part | FCE eai, 
在 (0, 1) 上 对 s RA, 我 们 得 
[Aat <E, | FOratt Eo IFO dt, 


其 中 及 ,=3.2?-!， 作 变量 替换 4 十 1(5 一 a)->t 得 到 在 任意 的 有 
PREE] (a, 5) 上， 


[f(y at<K,(b—a)*[ P(e) | Fat 


b-(b-a)/3 
+K, | Ife) lsat. 


at+(b-a)/3 
AFA e> 取 正 整数 % 使 n <e, HF j=, 1, +, nik 
G;=a-+ (b—a) j/n, FHM ò fE 0<S<(b—a) /3n, Wi 


foru” Oa 
< 并 人 Da f, rora] 


<Kymax(1, (6—a)) fef FC rat +f" FC ra] 


这 就 是 所 要 的 不 等 式 ， 国 

读者 可 以 确信 ， 与 引 理 4. 10 PR, WR a, b) EARE H, 
(9) 式 市 庙 第 一 个 积分 在 紧 子 区 癌 上 到 ， 那 末 引 理 4. 19 是 不 能 推 
广 到 这 种 情形 的 . 
4.20 定理 BAER 内 具有 线段 性 质 的 有 界 区 域 ， 则 存在 党 
数 玉 二 KK(p, 1) 使 得 对 任意 的 正 数 2， 对 应 于 一 个 区 域 O,CCO 
使 | 
| [topo K€ || ,po Klula, (20) 
对 所 有 的 EW (O) RS. 
证 明 . 证 明 与 定理 4.14 类 似 ， 因 为 有 界 ，bdry9 的 局 部 有 限 

e 95 e 


FEA U) 和 线段 性 质 人 氢 述 中 有 关 的 非 零 向 量 构成 的 对 应 集合 
{ys} (第 4.2 节 ) 都 是 有 限 集合 ， 所 以 可 以 找到 开 集 YC CD; 使 
bdryQC (UY;，( 见 定理 3.14 证 明 的 第 一 部 分 . ) 不 仅 如 此 ， 对 


某 个 6>0 Q= {zEQ: dist, bdryQ)<d}C L] %s, 所 以 我 们 
可 以 写 2= LU HINDU, Hp CCA, 所 以 只 要 证 明 对 


每 一 个 j 
| 26 | 07,7 0a SK e lul? na EK luli nass 
HETA CCA 成 立 就 够 了 ,为 了 简单 起 见 我 们 去 掉 所 有 的 下 
标 J. 
考虑 集合 Q, Qn 0X<n<l, 其 定义 为 

Q= {z+ty: eNO, 0<t<}}, 

Q= {rtiy: EFNA, 7<t<]}. 
mR n>0,0,CCQ, HREM, (CO 并 且 任 意 的 平行 于 过 
YOO 上 一 点 的 直线 工 与 Qo 交 于 一 个 或 几 个 区 间 , 每 个 区 间 的 长 
度 在 ly| 与 diam0 之 间 ， 由 引 理 4.19 存在 7>>0 和 常数 五 使 对 
任意 的 we0”(0) 和 任意 的 这 样 的 直线 了 


|, | uE ds<K e| IDPaa(z)las 
EN@o LNQo 


+ EK|, lu(z)l"ds, 
LAQG 


D, 表示 在 3 的 方向 求 导 数 ， 我们 把 Qo 投影 在 垂直 于 y 的 超 平面 
上 ,在 此 投影 上 积分 这 个 不 等 式 , 从 而 得 
Juli nonr <lu] 4 P,Q) aK 18? |]? 9,9, t+ Elu] Dp,0n 
<K,e?|u| fp ot Ki | | 42,0, 
其 中 2,=2,CCO, 由 稠密 性 , 这 个 不 等 式 对 任意 前 wuEW (2) 
都 成 立 . T 
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4.21 推论 .如果 只 是 有 界 的 且 具 有 锥 性 质 , 定理 4.20 的 结论 也 
证 明 ”如 前 所 示 ， 其 有 和 锥 性 质 的 区 域名 不 一 定 具 有 线段 性 质 ， 但 
是 由 定理 4.8， 人 2 是 具有 强 局 部 Lipschitz 性 质 的 区 域 的 有 限 并 . 
我 们 把 具有 强 局 部 Lipschitz 性 质 的 有 界 区 域 具有 线段 性 质 的 证 
明 留 给 读者 , 这 样 就 完成 了 证 明 ， 量 

4.22 引 理 ik Q, O Æ R" AKR, QCCA, 则 存在 一 个 县 
有 锥 性 质 的 区 域 O ERCA CTA. 

证 明 因为 9, 是 的 紧 子 集 , E S> 使 dist(Ouw bdryQ)>6, 
区 域 人 2 二 {yER"; 对 某 一 个 xEf26, |y—2| <0} AA BE 
性 质 . Ol 

4.23 定理 设 人 是 R" 内 有 界 区 域 或 者 具有 线段 性 质 或 者 具有 
锥 性 质 , 设 0 之 eo 过 0, KH i<p<oo, 并 且 设 j 和 和 为 满足 OS I< 
m 一 1 的 整数 . 则 存在 常数 下 = 下 (eo, m, p, 2), 对 每 一 个 2 0<e 
Key, 存在 一 个 区 域 Q,, QOCA, EBH A EWA) 


ju] ino S Keju] monot Ke D |u] 0,7,0,° (21) 
证 明 我 们 把 定理 4. 20 或 者 它 的 推论 用 于 D'u, |B =m—1, 得 
[ulmi pa SKE tlm t Ki | Ulmo, (22) 


其 中 9,CCO、 由 引 理 4.22 我 们 可 以 假定 Q, 有 锥 性 质 ， 对 于 
0<s 委 ee, 由 定理 4.15 RNA 

lülm-i 2,2, SK28] tilm o, t Kae | tloro. (23) 
把 (22) (23) 联 立 起 来 , 我 们 得 (21) 式 的 j= m—1 情形 ， 我 们 用 对 
j 向 下 归纳 来 完成 证 明 ， 假 定 (21) WHET j 宕 1 成立， 把 。 换 成 
em"-i( 随 之 而 来 和 O, 也 作 替换 ), 我 们 得 

| | jno KE ju] meat Ke] ulo po, (24) 

同样 由 (21) 式 把 j Pm zy BR j 一 1 和 j( 这 个 情形 已 经 证 明 )， 
我 们 有 
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Julii oS Kell seat Ke 9? ulo pa", (25) 
把 (24) 和 (25) 联 立 起 来 , 我 们 得 
|| 5-12.05 Ke” | Ulm pot Kse 9° | tl o,2,0, 
其 中 KSK, (K: tD MQ,=QIUQ, Be MR, R 
们 便 完成 了 归纳 . T 


延 拓 定理 
4.24 FOR R 中 的 区 域 .对 于 给 定 的 和 和 也, WCO 
W™?(R") REET ERAO t i*m, p)- RF, MRE 
常数 K=K(m, p 使 对 所 有 的 wE 刺 ”2?(9) ,以 下 条 件 成 立 : 

Gi) ÆR E Bu(t)=u(z) a.e., 

Gi) Bawls SK |] moo. 
ERAQHAm-HEEF EEEE ka. e ELURRA 
R" Ea. e. 定义 的 函数 的 线性 算 子 并 且 如 果 对 所 有 的 p,1<p<oo， 
所 有 的 k, O<k<m, EEWO) 上 的 限制 是 一 个 2 的 简单 
(k, =) ERAT, 最 后 , B 称 为 介 的 全 挝 拓 算 子 , 如果 对 所 有 的 nm， 加 
都 是 的 强 r- 延 拓 算 子 ， 
4.25 ”对 于 一 个 区 域 吕 即 使 一 个 简单 (m, 7p) - 延 拓 算 子 的 存在 ,也 
REW (O 继承 到 很 多 WR) 所 具有 的 性 质 ， 例 如 ， 如 果 
BARA 画 "?(R")->Lr(R*) 成 立 ， 则 按照 以 下 的 不 等 式 申 可 以 
BARA W™?(Q)>L*(Q): 

Juho o ol Luho e r SE: | Hel m RSK K ul ms, o 

但 是 在 第 五 章 我 们 将 不 用 这 个 方法 证 明 Sobolev 嵌入 定理 ， 因 为 
我 们 将 在 比 存在 一 个 (m,p) - 延 拓 算 子 所 需 的 假设 更 为 弱 的 关于 
2 的 假设 下 来 证 明 Sobolev 定理 ， 

我 们 将 对 以 上 定义 的 三 种 类 型 的 每 一 个 构造 延 拓 算 子 ， 这 些 
构造 方法 中 有 两 个 是 基于 对 光滑 边界 的 逐次 反射 , 它 属于 Lichen- 
. QR o 


steinL35] 和 较 后 的 Hestenes[31]-45 Seeley[61], 第 三 个 构造 法 属 
于 Calderon[14], 包括 使 用 关于 奇异 积分 的 Calderén-Zygmund 
定理 ， 它 不 如 反射 法 明晰 , 得 到 的 结果 也 弱 些 , 但 对 区 域 介 的 正则 
性 要 求 少 一 些 . 除了 特别 简单 的 区 域外 , 所 有 的 构造 都 要 求 以 这 种 
方式 选 泽 的 从 属于 bdryQ 的 开 履 盖 的 单位 分 解 : 即使 得 单位 分 解 
中 的 函数 有 一 致 有 界 的 导数 .因为 这 样 , 有 界 边 界 的 区 域 ( 外 区 域 
和 有 界 区 域 ) 看 来 更 容易 满足 我 们 的 延 拓 定理 的 条 件 , 例外 是 半空 
闻 , 四 分 之 一 空间 , 等 等 , 以 及 它们 的 光滑 的 像 。 
4.26 定理 设 Q 或 者 是 

(i) R 内 半空 间 , 或 者 是 

Gi) RP 内 具有 一 致 C0"- 正 则 性 的 区 域 ， 并 且 还 有 有 界 的 边 
界 ， 
对 任意 的 正 数 办 存在 只 的 强 m-ERRS E. 此外, 如果 a 和 是 
多 重 指标 , ly |<lal<m, 存在 线性 算 子 Ea WF1<j<m—[al, 
这 个 算 子 从 到 (9) AW R EES, ER EW eO), 
则 

DrBu(z)= >) ByD'u(z) a.e. {E R". (26) 


lvl <ltal 
证 明 ”首先 设 吕 是 半空 间 及 + 一 (XER"; 2,50}, MF a. e 定义 在 
及 ?上 的 函数 u, 我 们 定义 a.e. 在 R" 的 延 拓 算 子 Eu 和 Eu, |al< 
M, anF: 


u(x) a> 0 

Eu(z)= k A (E e, yay — Je) 如 果 z 委 0， 
wa) oR 2,>0 (27) 

Eu()= k (— 9) "Aju (ay, e, Eai, — Jn) ANSE ELO, 
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其 中 系数 入,…, Ames 是 (m 十 1) x (m 十 1) 线 性 方程 组 


mti 


Sj *A;=1, k=0, 1, m. 
j=1 
的 唯一 解 ， 如 果 wEO™ (RE), 则 容易 验证 BuEC"(R") 并 且 
D:Eu(7)= ED"u(r), lal <m. 
因此 
a fps l Dula) de 


m+. ， 
+ [pal Z (SD MAD es aoi = jn) [de 
~ g=2 
KK (m, p,a) | pa D*uCz)| ide 


通过 定理 3.18, 把 以 上 不 等 式 推广 到 函数 wEWW RI), mSk> 
la]. AEE R? 的 强 m- 延 拓 算 子 .因为 DEl) = BsipDru(2); 
类 似 的 计算 表明 是 一 个 强 (m 一 1a|)- 延 拓 , 这 样 ,定理 已 对 半空 
间 证 明了 (这 里 BaBa 4 ay ht Ea 0), 
现在 假设 如 是 一 致 0”- 正 则 的 并 且 有 有 界 边界 . 则 参照 第 4.6 
节 , bdryQ HFT R Us), 对 应 的 从 U0U; 到 上 的 m- 光 清 映 射 D; 


都 是 有 限 集 族 ， 警 如 1<j<N. 设 @= {yER": |y “(= B) 
=i 


<$ lal <V E/2). M 

fyer": Ii <}}cecB= {yER": |y] <1}. 
由 第 4.6 节 的 条 件 (i)， 对 于 某 个 ô>, FRKY;=W;(Q), 1j 
<N, BRT Q= (CN: dist (a, bdryQ) <ð H-4F+ FRE, F 


在 与 bdryQ FF HOMFR Yo, HQC UK: 由 定理 3.14 可 


j=0 
以 找到 无 限 次 可 微 消 数 oo ob … wx 使 suppw@;CY ;并 且 对 所 有 
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的 xEQ，> .oj(z)=1，( 注 意 如 果 吕 无 界 ,suppawo 不 必 是 紧 的 .) 
j=0 


因为 9 是 一 致 0"- 正 则 的 , 它 有 线段 性 质 并 且 Co (R") 内 的 消 
数 在 2 上 的 限制 是 在 W OAREN. tR pEr R) N g E 


人 上 与 函数 之 .$j 一 致 , 其 由 g= a 605 (%)), 


对 于 和 21 和 3EB 设 p O) = 4; (Wy) MI EO. 我 们 
在 @ 外 部 延 拓 妇 恒 等 于 零 ， 如 同 (27) REEE), RN 
有 Ey j€C3(Q), TE Qs = (yEQ: yn > 0} LA Epi pin 并且 
(Ebili n SK itle 0<k<m, 
其 中 到, 依赖 于 X, m, Fp. Me OCE) = Ep (D,(2)), MOGEN) 
并 且 如 果 xEQ 则 652) = 45( x). 可 以 归纳 地 验证 , 如 果 [ai 和 mw， 
则 


Debi(z)= 之 DSF jal EJE, bjp 


Aisle] Ivi<ial 
-(D'$ 9 5))1(@;(z)). | 
其 中 5,060"! GNAN bia E0) (B) eR FSH DO; 和 于 ;= 
D7 并 且 满 足 
1 如 果 y =a 
E Sasi mB) =f ce. 


{Pls ol 


由 定理 3. 35 对 km RITA, 
0;);, ?, < KE til, ?, SK: Kly; Ie, 2,94 < Ko] bs iz, P.O 
其 中 Ks 可 以 选 得 与 j EX, AT 各 定义 为 


B82)= bo(2)+ Za), 
METEN 显然 满足 BF$(z)=6(z), HH 
PORRES CANA ot K; Si ilesa 
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， <K,0+NE;) TIRT : (28) 
其 中 
K,=max max sup [D*a;(2)|<co, 
Q<j<Nn lalem xER® 


这 样 各 是 的 强 m- 延 拓 算 子 ,同样 
DBE$(z)= >) (BaD'$) 7), 


lyl<tel 


其 中 如 果 ary 
EByy2)= >) D>) Gia TE, bpr (0 07) 05) ] 
J=1([61<lal 
(®;(2)), 
并 且 
Evz) = (9* 0) (2)+ 5 > Oj aa CT LE (05,20 
了 =1181<lo] 
-(v-0;)0W;) ](@;(2)). 
我 们 注意 如 果 EQ, 对 于 at y, L,0(2)=0 F £,,0(F)=v(2). 显 
然 Ew 是 线性 算 子 . 由 Gj,ap 和 Bs. 的 可 微 性 ， 对 i<jxm— Jal , 
从 Wi? (2) 3 WHR”), Bay 是 连续 的 ， mse SIE. 
以 上 定理 包含 了 延 拓 函数 的 导数 的 表示 式 (26)， 因 为 在 第 七 
章 我 们 研究 分 数 次 空间 时 要 用 到 它 ， 
以 上 证 明 申 的 反射 法 可 以 用 来 得 到 对 具有 强 局 部 Lipschitz 
性 质 的 区 域 的 全 延 折 算 子 . (参看 Stein[64a]) 我们 给 出 一 个 属 
于 Seeley[61] 的 对 于 光滑 有 界 区 域 的 推导 . 
4.27 3 引 理 存在 实 序列 {qs}?-o 使 对 所 有 的 非 负 整数 % 我 们 有 
Siza, = (—1)" (29) 


k=0 
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>) 2"* ja |<. 
PETI 


(30) 
证 明 HEHEH N, ik Grn, k=0, 1,2, oN, 是 线性 方程 组 
Sang, = (—1)", n=0, 1 2 =, N (31) 
k=0 


的 解 。 依 据 范 得 蒙 (Vandermonde) 行 列 式 
1 bow 1 
Xo Xl “0 Ty 


N 
V (Eo, 24, ty) = Xi T? … xy | 一 IL (a;—2;) 


‘35° 
oY aY ww ah 
HH Se SEH (Cramer) 2: MZ Hy (31) 的 解 是 
a _VG,2,+-,2*7', —1, 2*+1, ee, 20 
bey 下 (1， 2, very 2”). 
N k-i N 
— (2; 一 20 Jf (—1—2') j 
~ al I Hero 
idee 
N -1 
.| e-z» | 
isj=0 
jiz 
=A,B,,y, 
其 中 
1 二 2 B 142 
hn 519k? ken 27 一 22 3? 


如 果 l>m amA a= 现在 


& 一 1 Ditl 
[4,1< [5m 一 2(35- 52)72。 


i=] 


同样 
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logB,,.= Soe (1+ ge 1+2* ar) 


J=k+1 


< Sah <(1+2 ) D4 
其 中 我 们 用 了 对 于 x2 二 0 成立 的 不 等 式 log (1 十 2) <e. Kie F 
FN {Brew} mo 收敛 于 极限 B< e, i a= AB, 则 
Ja, | e237 kb /2, 
则 对 任意 的 n 
Dale Se Sar PA < 00, 


km0 
42 (31) th NAFTES, 我 们 便 完成 了 证 明 .时 
4.28 ”定理 设 Q 或 者 是 

G) R* 内 的 半空 间 , 或 者 是 

Gi) RY 内 的 区 域 , 它 对 所 有 的 mm 具有 一 致 C"- 正 则 性 ， 且 有 
有 界 边界 . 

WW ORES EAE, 
证 明 只 要 对 半空 间 RY EAE PERE Ts 对 满足 (ii) 的 Q 的 证 明 
如 同 定理 4. 26 那样 立即 可 得 ， 

对 于 任意 的 和 ,函数 SECs (R 在 R3 的 限制 在 (RD) 
HAR 我 们 只 对 这 样 的 函 孝 定义 延 拓 算 子 ， 设 了 是 实 值 函数 ,在 
[0, co) 无 穷 次 可 微 , H <t f(t)=1, 4 >, f(t)=0， 如 
F $EC?(R"), 设 

$(z) ES 
BE$(7)= (32) 
Sas 2'a,) $ (a', —2'x,), M 2ER!, 
其 中 {qa} 是 上 面 引 理 所 作 的 序列 ,2' = (zb 0, zo-1)， 则 因为 对 任 
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BREM ERT = {xER": wz， 之 0}，(32) 中 的 和 号 只 有 有 限 多 个 非 
SW. PARES ER 是 有 明确 定义 的 .不仅 如 此 ，B#$ 有 紧 支 集 
并 且 属 于 C0"(R*) 几 0"(R”)， 如 果 xzER?', 我 们 有 


DEd(2)= Sas’ "Yo Qt) tn fen) (— 2n) 


x DID” 6 (x', —2*x,) l 


= 之 ,bx(Z)， 
因为 当 a, >1/2 时 区 (z)=0， 由 (30) 式 得 以 上 级 数 当 x, 从 
下 面 趋 于 零 时 绝对 且 一 致 收敛 ， 因 此 由 (29) 式 
lim D°ES(2) = (—2!) a, D4 a, 0+) 


=D*$ (a, 0+) = lim D'E$(z) 
= DYES (0). ° 
因此 ELECTR, hedh, Fjal <m, 


| PuC2)|?< Kila, |22" DI [DA (a, —2*x,) |?, 


alm 


其 中 K, 依赖 于 m, pn Ff. Abe 
Helonat<i lale =|, 


giam" R? 


l/p 
|D é (2', —2*aq) as 


i/p 
-zila aa 5 | vod 


ALam R? 
<K,|a,|2°"|¢ lm, p, Rt 
由 (30) 得 


[D*E lo ant<K, I8lneng 2" la 


SK bl m,2,22- 
JOE FMF DES lonr: 的 类 似 的 明显 不 等 式 联 立 , 我 们 得 


"05。 


[Eb ln pn" Esl$ln, sR, 

其 中 K,= Ky (m, p,n), EHD 

4.29 在 定理 4.26( 类 似 地 , 在 定理 4.28) 中 bdry 人 服从 有 界 这 一 
限制 , 因此 覆盖 {z;)} 有限， 这 个 有 限 性 在 证 明 中 有 两 处 用 到 ， 首 
先 用 在 断言 常数 K, 的 存在 性 ， 其 次 用 在 得 到 (28) 的 最 后 的 不 等 
KR. 这 后 一 个 用 处 在 证 明 中 不 是 基本 的 ， 因 为 ,即使 覆盖 {9} 不 
是 有 限 的 , (28) 还 是 可 以 从 有 限 相 交 性 质 得 到 [4.6 节 , 条 件 (ii) J, 
定理 4. 26 和 4. 28 可 推广 到 任意 的 适当 正则 的 区 域 ， 这 些 区 域 存 
在 一 个 从 属于 覆盖 {% 放 的 单位 分 解 1o 凡 ,对 任意 给 定 的 a, Dro; 对 
5 一 致 地 在 R" 上 有 界 ， 读 者 可 以 发 更, 用 以 上 技巧 作出 一 些 没 有 
被 以 上 定理 包括 的 区 域 的 延 拓 算 子 是 很 有 兴味 的 , 例如 , 四 分 之 一 
空间 , 带 形 , 方 盒子 , 和 它们 的 光滑 的 像 . 

这 里 可 以 提 一 下 ， 虽 然 Calderén 延 拓 定 理 ( 定 理 4. 32) 的 证 
明 方法 和 以 上 的 反射 的 方法 很 不 一 样 ， 但 是 证 明 用 到 了 与 定理 
4. 26 相 类 似 的 单位 分 解 . 因此 ,以 上 考虑 对 它 也 适用 .这 个 定理 
在 一 个 加 强 形式 的 一 致 锥 条 件 下 证 明 , 如 果品 有 有 界 边界 , 它 归结 
为 第 4.4 节 的 一 致 锥 条 件 ， 

在 给 出 Calderón 定理 之 前 ， 我 们 给 出 两 个 在 证 明 中 用 到 的 
关于 卷 积 算 子 的 熟知 的 结果 . 第 一 个 是 W.H. Young 的 定理 的 
特殊 情形 . 

4.30 定理 (Young) Bil<pmoxyARMik «CL (R) 和 
vEL (R). NR 


uso(z)=| „u(@—y) dy, 
veu(z)=|_ .oz 一 Du 人 本 


有 明确 定义 而 且 对 几乎 所 有 的 xER" 相 等 .不仅 如 此 ;ww*vEL?(R"”) 
并 且 
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lusols< ub Lol (33) 
证 明 如 果 p=1, 证 明 是 Fubini 定理 的 简单 推论 , 因此 我 们 假定 
1<p<oo. 设 weL*(9), 则 
|f | eyo dude 
= iz w(z)| .w(y)o(@—y)ayde| 
<| lula ,os—D Il w (2) la 
<f luc lay lols [rach ” 


x if. [w(r) raa} ” 


= ul do} jw] > 
因为 妈 可 以 选 得 无 处 为 零 ， 因 此 w*v(7x) 和 vxu(z) 必 须 a. e. ABE, 
此 外 , 泛 函 


Fxv (WwW) =| .wee(z)w(z)az 


ATLL R)I, 所 以 由 定理 2. 33, 存在 4ELAR"), [AL siul lols, 
使 得 对 所 有 的 WCL” (R") 


f. A(z yw Cz)dz=| .ere(z)o(z)az. 


因此 A=usvEL(R") 并 且 证 明了 (33)。 usv 与 vru 相等 的 证 明 是 
初等 的 . fl 

下 面 的 定理 是 Caldiron 和 Zygmund 对 包含 不 TRAH 
卷 积 的 著名 不 等 式 的 特殊 情形 [16]， 对 我 们 的 目的 来 说 它 是 适用 
的 .证 明 很 长 , 可 以 在 很 多 地 方 找到 (例如 ，Stein 和 Weiss 上 65])， 
这 里 省 略 了 ， 这 个 不 等 式 和 基于 这 个 不 等 式 的 延 折 定 理 在 本 专 考 
里 今后 没有 用 到 . 

设 Ba= (wER": |z|<R}, S55 一 {5ER": |r| =B}, Fik do a 是 
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Sa 上 的 面积 元 [Lebesgue(n 一 1)- 测 度 ]， 函 数 g KAA Be~ {0} 
上 bk 阶 齐 次 ， 如 果 对 所 有 的 ceB,~{0} 和 O<t<l, giz) 
=trg(z). 
4.31 定理 (Calder6n-Zygmund KA) ik 
9CZ) 一 GCZ) | ", 
其 中 
Gi) GE R°~{0} LAR HAAR, 
Gi) AER R>0,G E B,~(0}_b 0 阶 齐 次 , 并 且 
(iii) | G(x)do ,=0. 
tok 1<p<oo 并 且 wEZ2R 则 着 积 积分 的 主 值 
wrg(7) = lim | » Vr—y) GdYy 
eT0+JR ~B, ， 


对 几乎 所 有 H ZER” 存在 , 并 且 存 在 常数 K=K(G, pE MAI 
FEA u 
lug | p< Klula. 

RZ, WEG EW AGi)IEA mA uco), wg 在 
Ze, WaW EG). 
4.32 定理 (Calderón 延 拓 定理 ) QAER A-*PEM, E 
具有 作 了 如 下 改变 的 一 致 锥 性 质 ( 第 4.47): 

(i) bdryQ HABE CUS ERAR, 并 且 

(ii) KAU; 不 要 求 有 界 ， 
则 对 任意 的 mE{1, 2,…} 和 任意 的 p17 二 co， 存 在 一 个 0 的 简 
单 (m, p)- RRS B= 二 EB(m, p), 
证 明 i U, Une, Un) 是 一 致 锥 性 质 给 出 的 bdry0 WFA 


A 并 且 设 Z 是 与 bdryQ 分 开 的 开 子 集 , 使 得 QC (JU [由 第 
4.4 节 条 件 (ii)， 这 祥 的 De 是 存在 的 . ] 设 oo on …, oy EM ON 
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C*- BAe, suppa;cU;, WFIKJ<N 我 们 将 定义 算 子 E; 
使 得 如 果 vew™?( OD), M FuEw™?(R") Ft ABE 


Eyu=u, ÆU;N A, 
|E julm p RSE mp ltl po (34) 
所 要 的 延 拓 算 子 显然 由 


N 
Eu=0u+ > o;Hju 
$1 


给 出 ， 我 们 把 x?ER" 写成 极 坐标 形式 v= po, 其 中 p>0, o 是 单位 
向 量 . 设 0; 是 在 一 致 锥 性 质 叙述 中 与 Di 对 应 的 锥 , 它 有 顶点 为 0. 
设 pi 是 定义 在 了 "~{0} 上 的 函数 , 并 且 满足 

G) 对 所 有 的 240, 6(z)>0, 

Gi) suppgC 一 CU {0}, 

Gii) 4,€C"(R"~ {0}), o 

Civ) 对 某 个 e>0, $5 在 B,~{0} E m-n BAK. KH 
然 o"'b; Æ B,~ {0} LE m—1>0 阶 齐 次 的 ， 所 以 函数 pCa) 
=(3/3p)"[prgi;(z)] 在 了 ~ {0} 上 等 于 零 ， 因 此 yi 在 z=0 处 
延 拓 为 零 以 后 , 属于 OC). 定义 


E;u(y)= EC—D"| ["bs(00) 0" =! (Zy uo- po)dpdo 
-| | wipo)uty—po)dpaol, (35) 


其 中 | do 表示 在 单位 球 上 的 积分 . 常数 Ks 马上 就 要 确定 .如 果 


yED; 几 2, 则 暂时 假定 xEC™( 介 ), 由 第 4.4 节 条 件 (iii)u(y 一 po) 
在 poEsupp#; 上 无 穷 次 可 微 ,分 部 积分 m 次 得 


Df a g; oZ) u(y po)dp 
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=J nmgr) [spo] 


x ey u(y— po) i 


p=0 


+| (3 “Le™'4:( 90) u(y —po)dp 
=y [or 和 (oo]| D+] Wilp0) 
xuly—po)dp. | 
因此 , | 
Byu(y=Ksutn{ (ZY [or-:gi(poc)] | 


因为 (3/9p)”'[p” $i(po)] 在 0 附近 是 0 阶 齐 次 的 , 如果 bs 不 
乌 等 于 零 ,以 上 积分 就 不 竺 于 零 . BA WK EMF EUN A, 
和 所 有 的 CCQ), Byu(y)=uly), WA C*( OQ) W™ A 
稠密 , 对 于 所 有 的 wEW"?(9) 在 Uj 由 9 E Euy) =u(y)a.e. . H 
下 还 要 说 明 (34) 式 成 立 ， 即 对 任意 的 c, [a] <m, 
JDE uf or"<Ka Jul mss0- 

《35) 中 最 后 一 个 积分 形 如 0;*w(g), 其 中 0,02) = (2) [at 
因为 0)EL'(R") 并 且 有 紧 支 集 ,通过 Young 定理 4. 30 和 用 光 清国 
数 对 久 作 适当 的 逼近 得 : 

| D°(8;+u) fo, p,p” = |0; (Du) foe Ra 
<]6; ] Rs， | D* ulo, p, o. 

剩 下 还 要 说 明 (35) Po MAE TW (2) 8 WR") 
的 有 界 映 射 。 因 为 (3/3p)”= X (mi/al1)oD* 我 们 得 


lal=m 


| | (po) p™* (35)"we—po)dpao 


= yom al $;(2)Du(y—a)o%de 


talam & 
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一 > Éa *D*u, 


Iel=m 


Erh €,=(—1)'*!(mi/atjord; E B,~(0} LE E m-n BFK y 
并 且 属 于 CO"(R* 一 (0}), 现在 显然 只 要 说 明 对 任意 的 6, [Bl<m, 

|D*(E.*0) || op, R” SKa alelo,» o- (36) 
mE Kml, M] DE. E B~ {0 EERE 1 一 2 阶 齐 次 的 。 
因此 属于 LR"). 不 等 式 (36) 由 Young 定理 的 论证 可 得 .因此 我 
SIRE | Bl =m 的 情形 , 在 此 情形 我 们 对 某 个 7,，|7|=m 一 1 
ANKE i, l<i<n, ig D’=(3/de,)D", BRR vE), WR 
们 可 以 记 


DP(E,*0)(2) = [D"Ea]* [Ea -)e |) 
=| .Pie(c 一 六 Day . 


= lim Varco, Dyo(a—y) DEC y) dy. 


3 了 0 二 


我 们 现在 在 最 后 的 积分 中 分 部 积分 解脱 作用 在 上 的 D; 并 在 积 
分 中 得 到 DE. 积分 项 是 2(w 一 ') 与 一 个 在 零点 附近 1 一 % 阶 齐 
次 的 函数 的 乘积 在 球 S, 上 的 面积 分 . 当 6->0 十 这 个 面积 分 必须 对 
ENEAK T Kv(z)， 注 意 Dyw(a—y) = —(3/2y,)0(a—y), 
我 们 现在 有 
D*(E,*v)(2) 
= lim f, o(a—y)D¥E,(y)dy+Kv(2). 


现在 DE, 在 原点 附近 是 (一 9) 阶 齐 次 的 , 因此 由 定理 4.31 的 最 后 
的 结论 , DE, 满足 该 定理 关于 奇异 核 9 的 所 有 条 件 。 由 于 2 二 1， 
对 于 任意 的 EL?(Q) 我 们 有 (在 人 2 之 外 看 成 恒 等 于 零 ) 

ID Eao lo p, n SEa lo,s,0.. 
w, Ol 
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BEE W'(Q)WRA 


Sobolev RA TE 


5.1 主要 是 由 于 Sobolev 空间 的 嵌入 性 质 才 使 得 Sobolev 空间 
在 分 析 中 , 特别 是 在 微分 算 子 和 积分 算 子 的 研究 中 如 此 的 有 用 . E 
A 矿 m”%?(2) 的 最 重要 的 嵌 人 性 质 通常 总 括 在 一 个 叫做 Sobolev 
炭 入 定理 的 定理 之 中 . 核心 的 结果 应 归功 于 Sobolev[63], 但 是 我 
们 的 讲法 (定理 5. 4) 包 括 了 其他 一 些 作 者 的 改进 , 尤其 是 Morrey 
L47] 和 和 Gagliardo[24], 

对 于 RR" 中 具有 锥 性 质 的 区 域 8， 大 多 数 嵌 和 结果 是 成 立 的 ， 
但 是 另 一 些 嵌 入 结果 不 需要 这 种 限制 ; 然而 某 些 嵌 入 定理 要 求 强 
的 局 部 Lipschitz 性 质 ， 特 别 是 如 果品 只 有 锥 性 质 , 那么 就 可 能 不 
存在 厂 w?(CO) 到 如 上 的 一 致 连续 函数 空间 的 代入 , 通过 对 3. 17 节 
第 二 段 中 给 出 的 例子 的 研究 就 能 够 看 到 这 一 点 ， 
5.2 Sobolev HA ZMK E "(人 9) 到 下 列 类 型 的 空间 的 伐 入 
是 存在 的 , 这 些 空间 是 : 

Ci) WIA), j<m, 特别 是 LCA). 

Gi) O86(Q)=={wE0i1(Q): Du E EER, lal <H, Xi 
ZREO K, 其 元 素 不 必 在 人 上 一 致 连续 ， 然 而 , 在 范 数 

ju; C5 (9) |= max sup|D°u(z)| 

下 , 03(2) 是 一 个 Banach 空间 . 

(iii) Ci (Q) ( 见 1 27 Ai) REC! CQ), 

(iv) Wi (Q*), 特别 是 L(Q*), XB ORRA R" pi 
一 个 无 维 平面 的 交集 , AE R* 中 的 一 个 区 域 . 
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因为 , 严格 地 说 , WP) 中 的 元 素 不 是 在 名 上 处 处 有 定义 的 
印 数 ， 而 是 在 4 去掉 一 个 零 测 集 上 有 定义 且 互 相 相等 的 那 种 国 数 
构成 的 等 价 类 , RRMA BW? (2) AB Gi) — (iv) 
类 型 的 空间 中 去 是 什么 意思 ., EEWO) A Bi Gi) dii) 
的 情形 , 奉 入 的 意思 就 是 指 “ 等 价 类 ”wE 玉 "…? (A) 中 应 该 包含 有 一 
Ay PAB, 它 属 于 要 嵌入 的 目标 即 连续 函数 空间 ， 而 且 在 连续 函数 空 
A AT BRA el neo PE. Ac, AFG, Wr) 
>Ci(Q) 的 意思 就 是 说 ， 每 个 ucw™? (Q), 当 我 们 把 它 看 作 一 
个 函数 时 ， 能 够 在 8 中 的 一 个 零 测 集 上 重新 定义 它 的 值 使 得 修 
改 以 后 的 函数 GLEE WW? (Q)pET u BF OC), 而 且 满 足 
i; CA OQ) [SK julm, p, 0 K5 u ER. 

ERRERA W™? (Q)>Win (OS hh, Zh <n, 就 更 要 小 心 
T. REM 3.16, BPS ucW”(Q)Æ C°(Q) p—-4 BH 
Pau, ZEW? (9) 中 的 一 个 极限 ， 函 数 w 在 8* 上 具有 属于 
0™~(0*) 的 迹 。 上 述 候 入 意味 着 这 些 迹 在 WI () BI —+ R 
数 n, Eye lal hoar SK Ul n,»,05 与 和 无关. 

我 们 注意 到 一 个 有 趣 的 事实 (虽然 以 后 我 们 用 不 着 它 ) 即 嵌入 
wm? (2) >W E TRAER RWWA), 
无 疑 幅 入 关系 推出 包含 关系 .为 了 证 明 包 含 关系 也 能 推出 幅 入 
RA, BREW"? (O)CWIH(Q) 而 且 设 I 是 由 Iw=% 定 义 的 
W™? (2) 3) Wi (2) 中 的 线性 算 子 ， 如 果 在 WwW? (2) 中 (因此 
在 DP (2) rh) u,—>u mH E W (2) Be E LC) Hh) Iu, > 
0, 那么 如 果 必 要 时 通过 取 子 序列 的 方法 , 由 2. 11 节 的 推论 ， 我 们 
EARE sa 人 ZJ)->202) ae.， 而 且 在 台中 u,(2)=l1u,(t)>0(2) 
ae, TÆER Hp u(z)=v0(r) a, e., B Iu=v, mE, HERO 
中 的 闭 图 定理 , 7 是 连续 的 . 

5.3 设 R" 中 的 区 域 人 具有 由 一 个 有 限 锥 0 所 规定 的 锥 性 质 ( 见 
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4.3 节 )，C 可 以 看 作 是 和 C 有 同样 顶点 的 无 限 锥 C* 和 中 心 也 在 
这 个 顶点 的 球 B 的 交集 ， 把 B 的 半径 称 为 C 的 高 . 把 C* 和 球 心 在 
0 的 顶点 的 单位 球 所 交 的 曲面 的 面积 [(n 一 1) 维 测度 ] 叫 做 C 的 开 
度 (opening)， 这 些 几 何 参数 显然 是 0 的 刚体 变换 下 的 不 变量 . 
在 断言 对 于 具有 和 锥 性 质 的 区 域 器 的 形 如 

W™?(Q)>X | (1) 
的 嵌入 成 立时 ,( 其 中 也 是 由 定义 在 人 上 的 函数 组 成 的 一 个 Banach 
空间 ), 意思 是 说 , CL) RA HH, 亦 即 使 不 等 式 

lu X1I<K [ul msc 

对 所 有 的 WCW? (2) RRR, ATE Pe Bon M 
一 些 不 变量 (例如 锥 0 的 在 刚体 运动 下 不 变 的 那些 参数 ) 来 和 9 发 
生 依 赖 关 系 . 
5.4 定理 (Sobolev RAT) 设 加 是 Ra 中 一 个 区 域 ， 又 设 
0Q: 是 人 和 RR" 中 的 一 个 维 平面 相交 得 到 的 万 维 区 域 ，1<b<<n. 
(因此 有 "三 0,) 设 j 和 mn 是 非 负 整 数 , DIK p WE 1<p<oo, 
第 I 部 分 ”如 果品 具有 锥 性 质 , BARE FARA: 
情形 A 假定 mp<n ii hn—mp<k<n, Gil 


Wiens (Q)oWiA(Q, pac es (2) 
特别 有 ， 
Wier (Q)>Wi(Q), ach, (8) 
或 者 
WCDI), pcg. (4) 


而 且 , 如 果 9=1, 因而 m<n, HF kan—m 嵌入 (2) 也 存在 ， 
情形 B 假定 mp=n。， 那 么 对 于 每 个 bk, 1<k<n, 

Witm? (他 ) >Wi (Q>), PEIO, (5) 
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所 以 特别 有 
W™? (Q)>L(Q), Pq (6) 


而 且 , 车 p=1, 因而 m=n, WSF g=comA(S AMO) HEE; 
事实 上 ， 


WCQ) C4, (Q). (7) 
HEC 假定 mp>n, 那么 
Wim? (Q)>0% (0). (8) 


第 下 部 分 mE O 具有 强 局 部 Lipschitz 性 质 ， 那 么 能 够 把 第 I 
部 分 情形 C0 改善 如 下 : 
WHC’ 假定 mp>n>(m—1)p. M 


Wi*™?(Q)>0#4(Q), ocami. (9) 
情形 C” 假定 7%= (m 一 1)p， 则 . 
Wit? (Q), 0 一 1 一 1 (10) 


还 有 , WE n= m—1 Al p= 1, 则 对 4=1(10) 同 样 成 立 . 
第 III 部 分 “假如 把 接受 嵌入 的 本 -空间 都 替换 成 相应 的 分,- 空 
间 , 那么 第 I 和 工 部 分 的 一 切 结论 对 任意 区 域 都 成 立 , 
5.5 HE (1) 嵌入 (2) 一 (8) 本 质 上 应 归功 于 Sobolev[62, 63], 
但 是 他 的 证 明 中 并 未 包括 (2) 中 g=kp/ (n 一 mP)， 或 (3) 与 (4) 中 
q=np/(n—mp) MI. BLA (9) 和 (10) 可 以 在 Morrey 的 工作 
[47] 中 找到 其 原型 . 

(2) 包含 着 低 维 平面 上 函数 迹 的 类 型 (27 和 (5) 的 嵌入 能 够 用 
一 种 合理 的 方式 推广 到 使 它 能 应 用 到 更 一 般 的 光滑 流 形 的 迹 上 
去 ， 例 如 , 见 定理 5. 22. 

(3) 定理 的 第 HI 部 分 是 第 I 和 了 I 部 分 应 用 到 R 上 去 的 直 
接 前 推论 ， 因 为 按照 引 理 3.22， 把 消 数 在 外 延 拓 为 零 的 算 子 
HEW e? (9) 等 中 地 映射 到 We? (R?) th, 

(4) 假定 对 于 只 = Rn 幅 入 定理 的 所 有 结论 都 已 得 到 证 明 . 
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那么 就 可 推出 , 对 于 任何 满足 4 32 节 Calderon 延 拓 定理 要 求 的 
Q, 这 些 嵌 人 定理 也 都 成 立 ， 例 如 , m Wh R) >R"), 又 
On E fe QH—* m, 芒 - 延 拓 算 子 , 则 对 于 任何 ucw™? (Q) 我 
们 有 
lulo om lEulo s pe K [LU mp rK. Ky oo， 

K AIK, 与 无 关 ， 然 而 我 们 将 不 用 这 种 延 拓 的 论证 来 证 明 柑 
入 定理 . 

(5) 只 要 对 特殊 情形 j=0 证 明 (2), (3), (5), (7) 一 (10) 中 的 
每 一 个 典 入 关系 就 够 了 . 例如 , 如 果 已 经 证 明 W™? (Q)>L(Q), 
那么 对 任何 EW (Q), MF lal <j RAT RAD UCwW™ (2), 
由 此 DuC (2), Aik EWCA); 而 且 


be=( > [Duli 


lal«j 


1 
<K, ( > [Deu [das JFK AL some 


lalaj 
因此 , 在 证 明 中 我 们 总 是 限定 j= 0, 

(6) 当 a (或 2) 具 有 有 限 体积 时 ， 由 定理 2.8 得 到 除去 
定理 中 所 断言 的 g 值 外 对 于 1< <p 嵌入 (2) 一 (6) 成 立 ， 以 后 
将 证 明 (6. 38 节 ), 除非 9 具有 有 限 体积 ， 不 可 能 有 形 如 琴 ”%z?(O) 
LD KRA, 其 中 g<p, 


媒人 定理 的 证 明 
5.6 这 里 给 出 的 证 明 是 属于 Gagliardo[24] 的 .虽然 证 明 稍微 
长 了 一 点 ,但 是 所 包含 的 技巧 是 十 分 初等 的 , 把 比 简单 微 积分 稍 多 
一 点 的 知识 和 灵活 地 应 用 Holder 不 等 式 结合 起 来 就 是 这 种 技巧 
的 基础 . mE, Gagliardo 的 证 明 以 最 大 可 能 的 一 般 性 建立 了 伐 人 
定理 ， 对 于 某 些 不 具有 锥 性 质 的 区 域 也 能 够 推广 这 个 证 明 去 得 到 
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嵌入 结 果 ( 见 定理 5. 35—5. 37), 

证 明 是 通过 一 系列 辅助 引 理 来 实现 的 ， 在 每 个 引 理 的 证 明 中 
出 现 的 常数 Ko Ko RTRT AES ESE EA 
天 那样 的 参数 ， 
5.7 引 理 设 

= {LER" a; <r; <b; 1<i<n} 
5 
R'= {a= (a, 0, La DER! a<r; <b; 1<i<n—1} 
分 别 是 R* 和 R"' 中 有 界 的 开 长 方 体 . 如 果 on<5<b 而 且 p>, 
则 对 于 一 切 wEC”(B) NWR), A 
jul, £) loz, SK ed | 1g Py Bo (11) 

SEK =K(p,b,—a,), BULB uu C+, CB HR WCR) 
AL (RRR —MRA, 其 中 RP SRA ER, 2, = 2), 
证 明 ”由 定理 3. 18, CEW CR BR, BELAY BUCO"), 
因此 | lu , +) lzaz' RFO” (Coy, 6,J])， 由 积分 中 值 定理 ， 对 
某 个 cE[aw by RATE 


lulls, = (|, hele, ay) | td"), 
= (bs—0n) |, uG’, o) par 

现在 由 Hölder 不 等 式 
juta, [=| uca’, 0) + [É Drala’, dtl” 


<a | ute, ?tle ol [| Dyu (ea) dt] 


ER 上 积分 就 时 至 
lul, Eli er <2? Lae, a) l3, pr! H (Onan) 2 Daul, pr] 
<27 IC Cbr — an) ) feels nrt. b,—@,)?~ Daul sands 
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Fa Lt fe OD, Se HY Be K=[2P max (ra), (pn 一 
Gs)””')]" ?我 们 注意 到 下 连续 依赖 于 加 一 an， 但 当 5, 一 a BT 
零 或 无 穷 时 天 可 以 趋 于 无 穷 大 . D 
5.8 引 理 设 有 如 上 面 引 理 中 所 述 , 则 
WwW" (R)—>C (B). 
RA THB ARMA % ALR ACD, 
证 明 设 x 是 中 的 任意 一 点 ， 又 设 F 如 上 述 引 理 所 述 ， 如 果 
uC” (B) Hla] <e—1, 则 由 引 理 5.7， 有 
[Du (e, £a) lor SK Du], 
因此 
luc, Ln) la- Kollel aioe, 
到 :依赖 于 2 一 om， 在 更 低 维 的 长 方 体 上 逐次 地 重复 这 种 论证 就 导 
至 
C+, ae, ++, ay) hinta SK: wl, 
K, 依赖 于 b;—a;,2< jn. BADER, FE oca, b HE 
得 . 
hule, Ba, t, Ln) | 0515658.) 一 (2 一 Gi) wo, Xe, +++, By) le 


因此 
ju(z)| <|ulo, Boy et, Xn) | + "| Dutt, Ta ae Xn)|at 


<[1/(b,—a@,) ju, te, Zn) 0915 (3583) 
+ | Dye(+, ra +t, Ea) Posrycay 69K lus 42) 
现在 假定 weW (R). 由 定理 3.18，w 是 C"( 届 里 的 函数 序 
列 在 We) 中 的 极限 .从 (12) 得 出 这 个 序列 在 忆 上 一 致 收敛 到 
一 个 函数 CQ( 胎 由 于 在 ER 中 汉 ?) 二 wz)a.e., 引 理 得 证 .用 
现在 把 我 们 的 注意 力 转 癌 更 一 般 的 区 域 . 下 面 Gagliardo 的 引 
理 是 他 证 明 嵌 入 定理 的 基础 , 这 个 引 理 本 质 上 是 属于 组 合 性 质 的 ， 
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5.9 B RAER 中 一 个 区 域 ，n 之 2, 设 是 满足 I<k<n 
的 整数 ， 又 设 k= (ko hay … Ka) 表示 满足 LK ity een 
iy ke, ESR mated 2 REER E RHR 还 
给 定 TER", 设 x, RRAC, o @,, ER"; da, =da,,+-da,,, 
对 于 给 定 的 KES, EE 是 由 相应 于 x 的 分 量 的 坐标 轴 张 起 
来 的 R 中 的 大 维 平面 : 
E,= {zERr: 2,=0 WM iğ}; 
对 于 任何 集合 GCR", 设 GQ, 是 CG 在 B. 上 的 投影 ;特别 
只 = (ZE 及: JYE fy, =2,}. 
设 .是 依赖 于 x. 的 + 个 分 量 的 函数 而 且 属 于 LQ), 其 中 


名 一 
i( 人 i) 那么 由 


F(2)= Ilr. (a,) 

给 出 的 定义 在 .9 Ln ae F RFL O), 而 且 |Flio< 

Mir. la aw 即 
[| rolar <I IF, œ) dz, (13) 
证 明 WE KES MECR, it O(E) ROMP s. =é, 相交 的 
k 维 平 截面 : | 
Q(E) ={wEQ:2,=8). 

SRA Ht n 做 归纳 法 证 明 (13) 式 ， 因 此 首先 考虑 xm=2 的 情形 因 
为 对 于 任何 6=%w 时 (18) 式 总 是 对 的 ， 所 以 可 以 假定 =1， 对 
于 n=2,k=1 有 4=1, 只 有 两 个 元 素 k=1 和 «=2， 央 此 


| [Fi GF eG) deda, = | ax, | seg Fi Cv) F(a) |da 


=| Fa) ar: f PG) |da 
QO, (a(x ye 
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<f F(a) |da, || Fe (2a) |dan, 

因为 对 任何 2: 显 然 有 (4 (MTR, 这 就 是 n=2,k=1 时 的 (13) 
式 ，( 进 行 类 似 的 计算 就 可 得 到 任意 % 和 =1 时 的 (13) 式 .) 

现在 假定 对 w= -1(13) 式 已 经 证 明 。 我 们 来 研究 8 一 的 

NN—1 

情形 , 如 前 所 述 ， 可 以 假定 2<k<N 一 1. Fe- r i} 设 

N —2 N—2 N 
u -( a 而 »=( tS DRAR E| ae 
子 |,| 的 积 ， 而 每 个 了, 属于 相应 的 空间 (2.,)， 实 际 上 这 些 因 

NC—1 
Fh ; ) rid Hb Aan HEH wy. 把 这 些 因子 叫做 是 与 
xc4CS 相应 的 因子 ， 对 (一) 维 区 域 9 (zw) 应 用 归纳 法 假设 ， 
而 且 注 意 到 (2 (zw)).CD. 就 得 到 
Voce TIZ. G) | derdes. 


alty) eA 


<TD] coco |F.) KAN 
<I], rey 14a.) ”. (14) 


N N—1 
(1)-( i )=2 个 因子 1F.| 依 赖 于 zw 所 以 当 限于 Oey) 


上 时 ， 只 依赖 于 一 1 个 变量 ， 在 (wx) 上 再 次 应 用 归纳 法 假设 ， 
但 这 一 次 用 一 1 RE k, 我 们 得 到 
han I |F, (2) | dæi days 
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S i aan. | (æ) [idat Aey- ] 。 (15) 


现在 4 十 > 一 4 所 以 由 Holder 不 等 式 和 (14), (15), 
| {I [P.(&,) |day--day. 


Qin) Les 
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g A 
< F,(2,) |*dz, 
TE, 10 He] 
~ H oc » |F, œ) [dade | (16) 
由 于 SA 包含 IR, 利用 (多 个 函数 形式 的 )H61lder 不 等 式 
得 到 


174 
| 下 [| |F. @,) | gr vda- | day 
On ES ~A 《DCZN)Dx 


i/a 
< ii ffen. |P. (0) | a, | 


KES~A 


< JI [| 1r.) as. ] a7) 


rES~A 


把 (17) 式 插入 到 (16) 式 中 去 就 得 到 
f IEI.) las=| drys] LIP. (2) dsrdrs. 


<I), |P (2) da, |. 


这 就 完成 了 归纳 法 并 证 明了 (13). 和 四 
5.10 引 理 ROAR HAAR MIAH RIM, WR l<p<n, 
则 W (O) (9), Heh g=np/ (ep). RAR BOT A EER 
和 m, p,n WRR Q HEERA EC 有关. 
证 明 我 们 必须 证 明 , 对 于 任何 CWA) 

lulo so SK hulls oo, (18) 
K=K(m, p,n, C), HER 4.8, 2 可 以 表 为 有 限 个 子 区 域 的 
并 集 ， 每 个 子 区 域 都 有 强 局 部 Lipschitz 性 质 “(因此 具有 线段 性 
质 )， 而 且 每 个 子 区 域 都 是 一 个 相应 的 平行 多 面体 的 平移 集 的 并 
Se. 回顾 一 下 定理 4. 8 的 证 明 ， 就 知道 子 区 域 的 数目 和 相应 的 平 
行 多 面体 的 大 小 依赖 于 2 和 C， 所 以 只 对 这 些 子 区 域 中 的 一 个 证 
明 (18) 就 行 了 . 

。727 。 


通过 定理 3. 35 和 一 个 合适 的 非 奇 异 线性 变换 , 实际 上 我 们 可 
以 假定 子 区 域 所 包含 的 平行 多 面体 是 边 长 为 2 个 单位 的 立方 体 
Q, 而 且 Q 的 边 平行 于 坐标 轴 ， 因此 今后 我 们 假定 人 = Ue@t Q), 
ACA, 而 且 台 具有 线段 性 质 ， 由 定理 3.18, RE uct (QE 
实 (18) 就 行 了 . 

对 zxE2， 令 wi(z) 表 示 纪 和 通过 zx 平行 于 r 坐标 轴 的 直线 
的 交 ， 显 然 w;(Y) 包 含 一 个 端点 在 2 的 单位 长 线段 , 比如 线段 十 
te, 0<t<1, 其 中 e 是 沿 着 2; 轴 的 单位 向 量 ， 

it y= (np—p)/ (n-p), Ait yl. XF uca), OR 
积分 给 出 


| e+ Gt)ed) hat 
=|u(z)|" -pf tao (l—#)e,|"" 
x Fleet (1—t)e;)|at. (19) 
设 办 一 (oh 并 令 
F; (£) = sup |u(y) | ?, 
则 (19) 给 出 
ESAO 
+?| UDua e0 
w (a) 
在 9, (9 在 平面 xi 一 0 上 的 投影 ) 上 积分 , 就 导 至 
| Pico d, 
<Í Muarty| Jue) Dule) |da. 
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如 果 pP>1 MW y>1, 因为 GY 一 Dp =g, WAR Holder 不 等 式 就 得 到 
Pia, < [| Cao) + 1D ar] 


x[| Jaçe orde] " 
<L Vey Ju], ol aH 2 . 
现在 把 引 理 5.9 用 到 函数 F, 上去, 1<i<n, 注意 到 =n 一 1 
所 以 这 个 引 理 的 指数 1 就 是 4 一 1: 
ll = | lurede] TPF. 6) de 


i=l 


n 
< EF 19, 
i=] 


[S(p | all p50] 4] YA o A 
由 于 (n 一 1)q/n 一 9/p =1, 消去 因子 就 得 到 (18) 式 . 因为 wE0"(9) 
而 且 介 是 有 界 的 , 所 以 jwj。。。 是 有 限 的 , 因此 消去 因子 是 合法 的 ， 
由 于 O° (EWO 中 稠密 , 根据 连续 性 (18) 就 可 以 扩充 到 对 
本 "2(9) 的 所 有 元 素 都 成 立 . 目 
5.11 附注 i uCCs(R"), Mik, y 如 上 述 引 理 的 证 明 中 所 述 . 
从 人 恒等式 | 
($i! 2 (2 十 #ei) |"dt=—|[u(x)|” 

得 到 

TO 


其 中 wrt r APIF r: 轴 的 直线 ,把 这 个 不 等 式 和 (20) 比 
较 一 下 , 重 做 一 下 上 述 引 理 证 明 中 的 计算 , 这 时 就 可 以 得 到 
jlo,a Rr" | | pR” (21) 
其 中 |*11,s 是 和 11 节 中 所 定义 的 半 范 数 , 不等式 (21) 册 做 Sobolev 
TFA. 
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5.12 引 理 设 吕 是 及 "中 具有 锥 性 质 的 有 界 区 域 . 如 果 mp<n, 
则 对 于 p<q<np/(n—mp), WCO >L (A), PARRA 
得 只 依赖 于 m, p,n, 9 FRE Q RI EEE FE C, 

WAR 设 go=np/ (nmp. HAH m AK TE H WO) 
> L"(Q), ER 5 (FS. 10 TEST m=1 有 时 是 对 的 . 

BRA, eae 4n>(m—-l pet, X F r=np/ nmp p A 
WCO) >L). AF ucw™? (2), n>mp, Wil u Du AS 
ISET WCA), 由 此 得 到 ecw" (OQ) 而且 

lulio SK [ulmo 
因为 mp<n, RITA r<n, WERS 5.10 我 们 有 W (2) 一 
LECO), EP qo=nr/(n—7) =np/ (n— mp) mH. 
Julos o SE: lu] rna SEs || tl ms2, 0° (22) 

这 就 完成 了 归纳 法 的 证 明 ， 

现在 假定 P<, 令 

s= (qo— 4) P/ (Go—P) A t= p/ 8 = (Go—B)/ (Qo —G) 

利用 Holder 不 等 式 和 (22) 式 就 得 到 


RCO 


fee 


<[f jutzyittae | {| uc) eras] 
= Jule’, lul KEE lls, D (23) 


5.13 推论 。 如果 mp=n, WF pogo, W (A) > LQ), 
这 里 的 嵌 人 常数 还 可 以 依赖 于 volo, 

证 明 如 果 gp’ =2B/ (一 D， 则 g=ns/(n—ms), FE rp s= 
Pg Pt ee l<s<p, 由 定理 2.38, WP (OQ) >W (Q), RA 
常数 依赖 于 volQ, 因 ms<n, 由 引 理 5. 12, W™ (Q)>L(Q), 如 
果 pcq<p', Ws an (23) Ata AaB EW? (2) > L? (Q) Al 
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Wr (Q) (2) Ha PEA ERT SERA 

HF mp=n 和 g>p hie, 下面 的 引 理 从 引 理 5. 12 和 推论 
5. 13 中 去 掉 了 纪 是 有 界 的 这 一 限制 ， 从 而 说 明 嵌 入 常数 可 以 不 依 
HF vol9. 
5.14 引 理 ROER 中 具有 锥 性 质 的 任意 区 域 . 如 果 mp<n, 
则 对 于 pgs AE, WOLA). IR mp=n, Hl HF 
P< g<co, W™(Q)>L (A), WR p=1 A. m=n, N WCO) 
03 (2), HR AM RA BST ABT m, p, n g MEEA 
的 锥 性 质 的 锥 O, 
证 明 我们 用 边 长 为 单位 的 立方 体 对 R 作 田 字形 划分 ,如 果 
A= Ay) An) 是 一 个 % 重 整数 ， 设 H= (WER: ALELA 
1<i<n}, 则 R"= UH, 


如 定理 4.8 证 明 的 第 一 段 中 所 指出 的 ， 即 使 是 具有 锥 性 质 的 
无 界 区 域 介 也 能 表 为 有 限 个 子 区 域 的 并 集 ， 比 如 说 = 册 a, 
4=1 
使 得 a= U (z+P), 其 中 4;C9, 且 Pj 是 有 一 个 顶点 在 原点 
EAj 


的 平行 多 面体 .数目 丸和 平行 多 面体 的 大 小 依赖 于 nn 和 决定 中 的 
锥 性 质 的 锥 C， 对 每 个 4 MISIN, 设 


A= U (trp). 


XEATIN HL 


区 域 Q, 显然 有 以 下 性 质 : 
G) =|] 2,5; 
GD Qu 是 有 界 的 ; 
(iii) 存在 一 个 只 依赖 于 Pr e, Px( 因 此 只 依赖 于 %* 和 0) 的 


有 限 锥 0" 使 得 每 个 Qu 具有 由 C 所 决定 的 锥 性 质 ; 
。325。 


Civ) 存在 一 个 依赖 于 % 和 C 的 正 整 数 五 使 得 任何 RH TE 
域 Qaj 的 交 为 空 集 ; 

(v) 存在 依赖 于 和 C 的 常数 K 和 K" 使 得 对 每 个 人 ;5， 

K’<volQ,,;< kK”. 

假定 mp<n, Mik wEw™?(Q), 如 果 pmg<np/ mn mp), 

则 由 Gi), Gil) 和 引 理 5. 12, 我 们 有 
lalona, ; SEK | ,0,3, (24) 

Hip K=K(m, p,n, g, 0) 和 24,7 无 关 ， 因 此 由 人 和 (iv), 又 因为 
qP, 


lul fsan <> le l í map SK" > L | u | T 
a,d 4,4 


a/? 
SK| D kulissen | SRM S 0 
avd 


因此 W OSLA), RRAK RH KRY, 

如 果 mp=n, 由 于 推论 5. 13 SFE HE pago fy g, (24) 
ARY, MAHATO), 常数 下 可 以 选 得 和 4, 7 无关， 继续 做 (24) 
式 后 面 的 证 明 , 就 得 到 n= mp RAR, 

最 后 , 如 果 7 二 1 而 且 m=n, 根据 引 理 5. 8 和 通过 一 个 非 奇 异 
的 线性 变换 , 对 任何 平行 多 面体 PC0, 我 们 有 W P>), 
嵌入 常数 只 依赖 于 % 和 了 的 大 小 ， 因 此 , 由 于 分 解 吕 = U0is, 有 
W'(Q)+03(2), 目 

现在 我 们 已 经 对 =n 的 情形 证 明了 定理 5.4 第 一 部 分 的 情 
GAA B， 在 通过 研究 迹 嵌 人 的 方法 来 完成 其 它 情形 (<m) 的 证 
明之 前 , 我 们 先 来 证 明 连 续 函 数 空间 的 伴 入 , 即 第 | 部 分 情形 C 和 
ERA. 

5.15 引 理 设 Q 是 R" 中 具有 锥 性 质 的 区 域 ， 如 果 mp>n, 
则 W= (Q) >C), RARE RRKT m, p, n 和 决定 如 的 锥 
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性 质 的 锥 C, 
证 明 ”假定 对 任何 PCO” (0) 我 们 能 证 明 
sup| ISEKI g lmz (25) 

其 中 下 = 下 (m, p, n, 0), BA mRuCW™? (OQ), WMH eRe 
3.16, Æ CO" (A) 中 有 一 个 序列 人 gs FEW? (OQ) 的 范 数 下 收敛 到 
.因为 {gs} 是 W™? (Q) 中 的 Cauchy 序列 , (25) 式 蕴涵 着 (8;} 收 
全 到 上 的 一 个 连续 函数 .因此 一 定 和 CS) 中 的 一 个 函数 
a. e. 相等 ， 所 以 只 要 证 明 (25) 就 够 了 . 

首先 假定 m=1, 因而 pon, i 2€Q, 又 设 CCO 是 一 个 顶 
上 太 在 % 的 和 0C 全 等 的 有 限 锥 . 设 天 是 C 的 高 ， 设 (Cr, 6) 表示 R* 
中 原点 在 s 的 球 极 坐标 , 因而 C, 是 由 0<r< 6E4 所 规定 的 锥 . 
在 这 种 坐标 系 里 的 体积 元 素 表 为 +"'w(9)drd0. RITA 


$C2)=$(0,0) =$(7, 0)—| Fd, oat, 
0 
由 此 得 出 ,对 O<r<h, 
62) <147, 01 +] lgradg t, 6) ldi, 


FA ro C9) 乘 这 个 不 等 式 的 两 边 , 并 对 7 在 (0, 有 上 积分 以 及 对 日 
在 4. 上 积分 , 得 到 


如 f 1gradg (y)| 
CADOS 1d) lay 二 有 
<(volc,)'/" |¢ | 0, PC, 
+ leradglonc, || lea e-ray] "©, 


最 后 的 不 等 式 是 由 两 次 应 用 Holder 不 等 式 得 到 的 ， 因 为 p>, 
有 (wm 一 地 (一 2 > —-1, 所 以 


h 
| ls-gyl- dy =| oae| PAD Pde <00, 
C, A 0 
因此 
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IAC) SKIG lose SKI liza 
K=K(m, p,n,C,)=K(m, p,n, 0), Aiext m=1 的 情形 证 明了 
(25) 式 . 
如 果 m>1 但 pn, 我 们 仍 有 
IAI SKI dl 9:¢,<K 1b] mc, <K1}]n,2,0- 

如 果 pan<mp, 则 存在 一 个 满足 lS jcm—1 的 整数 j 使 得 
IPSN<(G+1)p, MR jpn, 4 r=np/ (一 和 J); 如果 jp=n, 选 
r>max(n, p)， 无 论 那 种 情形 ， 根 据 上 面 已 经 证 明 的 结果 和 引 理 
5. 14 我 们 有 

sk, Ilir, oR $s, Cs 

<K|9 | m,2,c, SEIS lm, 2,2 
常数 只 依赖 于 m pin 和 C， 这 就 完成 了 证 明 . Ef 
5.16 推论 ”如果 mp>n, 则 对 于 Pgo, W™? (Q)>L1(Q). 
杠 入 常数 只 依赖 于 m, p,n, q AH C, 
证 明 我 们 已 经 证 明 对 所 有 的 uEW”™? (A) 
lulo, o= ess sup| UÇT)| SK |u] mza! 

如 果 psc, 我 们 有 

ll 和 so=| jul) [P| ua) [rade 

SKU ?ul fuli p SK u], M 

5.17 引 理 设 Q 是 R* 中 具有 强 局 部 Lipschitz 性 质 的 区 域 , 又 
假定 mp>n>(m—1)p, HAT 

Ci) 0<Ax<m—n/p(F n>(m—1)p), K 

Cii) O<A<1 ($F n= (m—1)p), w% 

(iii) O<A<1(# p=1,n=m—1), 

A W=) O° (QO), REBAR W™?(2) 20D), RAB BR 
Bit m, p, n 和 描述 名 的 强 局 部 Lipschitz 性 质 中 规定 的 参数 6, M 
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( 见 4.5 4). 
证 明 i ucW™?(Q), iow Lipschitz HAL RR HEME 所 
以 根据 引 理 5. 15, 我 们 可 以 假定 % 在 人 上 连续 而 且 满 足 


sup|u(z)| <K,|Ullm2,0. (26) 
所 以 只 要 进一步 证 明 对 适当 的 4 
| u(r) —u Cy) | 
nea Teng?) Kilt lene (27) 
MTT. 
WCA), Hp 


Ci) m n>(m—1)p, M r=np/(n—mp+p) B. 1— (n/r) 
=m— (n/p), 或 者 
(ii) w n=(m—1)p, Wl Ber tE  p<r<oo 而且 0<1 一 
(n/r) <1, 或 者 
(iii) gBp=1 An2=m—1, WRr=c0, 1-(n/r)=m— 
(n/p) =1, 
所 以 只 要 对 m =1 证 明 (27) 就 够 了 ; 即 , 我 们 要 证 明 如 果 n<C p00 
而 且 O<A<1— (n/p), W 
sup OP | K lulis (28) 
tY 
暂时 假定 如是 一 个 立方 体 ， 不 类 一 般 性 我 们 还 可 以 假定 其 边 长 为 
1, 对 0<i<1，2 ,表示 其 表面 和 六 的 表面 平行 , WRA t BAH 
te, 且 使 如 ,CD 设 wEC” (9)， 
设 x,yEQ，|x 一 y| 二 0 过 1， 则 存在 一 个 固定 的 立方 体 Qo 
2,yECQ,CQ, 如果 2€Q,, Sil 
u(a)=u(2)—[ Suet tea) dt, 


所 以 
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CORTONA |gradu(x+t(z—z))|dt. 


因此 


|ue) _ L |, oes < 


* l (u(t)—u(2)) dd 
<L, dj, |gradu(a+é(z—ax)) idt 


< i "aif | gradu (2) [dz 


< gradu fono | | (vol9 ) re"dt (29) 
Ko rgradulo.s,o, 
其 中 下, 一 Klm, JR] dico, UHR CRA 
类 似 的 不 等 式 , 所 以 
Ju(z)—u (DIE2K zr—y) 7 ]|gradu|o,p, o 
对 于 如是 一 个 立方 体 的 情形 ; 对 于 OAK a/p) (28) ARY, 
所 以 ， 通 过 一 个 非 奇 异 的 线性 变换 知道 当 名 是 一 个 平行 多 面体 的 
TH, (28) 式 也 成 立 . 
现在 假定 共有 强 局 部 Lipschitz 性 质 ， 设 6, M, 2s U; 和 
Yj 如同 在 4.5 节 中 规定 的 一 样 . 存在 一 个 直径 为 6 的 平行 多 面体 
P, P 的 大 小 只 依赖 于 6 入， 使 得 对 于 每 个 j 了 对 应 一 个 与 P 全 等 
的 且 有 一 个 顶点 在 原点 的 平行 多 面体 P;, 使 得 对 一 切 xEY ;站 我 
们 有 t+ P;CQ, WAAL RRR 6 MP HR oo Fil, dð, 
EBA v, yO MQ 和 |z 一 由 过 6o 则 存在 szE(z 十 Pi) N tP), 
Hp ealt lyzl <4, [a—y|, 把 (28) 式 应 用 到 at P; Aly +P; 
上 去 就 得 到 : 如 果 ule" (2), Ml] 
J2C2)—u Cy) | lu(z) us) | + luly) —u (2) | 
<K,;|a-~-z HRT 
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+Ksly— z| lul, sn 
2 Kô} |ja—y|*lulso- (30) 
现在 设 x,yE8 是 任意 的 . WR |e—y|<do<d, s, yE, WHF 
HA JA r, YEY i 从 而 估计 式 (30) 成 立 . 如 果 |zx 一 y| 二 50, TER, 
gE2~9,, MAEA j, IES; 而 且 把 (28) 式 再 次 应 用 到 +P; 和 
y+ Pi 上 去 就 得 到 (30)， 如 果 |z 一 y| 过 5 而 且 r, EN~A, 则 把 
(28) 式 应 用 到 x 十 ,gy 十 P' 上 去 就 得 到 (30), 其 中 P' 是 任何 和 P 
全 等 的 , 有 一 个 顶点 在 原点 的 平行 多 面体 . 最 后 , 如 果 |z 一 y| 宇 6， 
旭 有 
(u(r) uly) <lu) + lucy) | 
<Ko| ul» aK 660" |a—yl*]uls oo 
这 就 对 UEO (ATERT (28) 的 证 明 ， 所 以 根据 定理 3.16, 对 于 
所 有 的 连续 函数 , (28) 式 也 对 . El 
现在 , 除 定理 5.4 情形 4 和 B (相应 于 <n) AUR ASD, R 
NGAI T RACES. 4， 为 了 证 明 迹 个 入 ， 我 们 需要 下 面 的 
内 插 结果 . 
5.18 引 理 设 8 是 县 "中 边 长 为 i, 其 边 平行 于 坐标 轴 的 立方 体 . 
top> 1,q>1 Rk mp—p<n<mp, HE BK = K(p,q,m,n, L) 
使 得 对 一 切 ucw™? (Q) (在 @ 中 a.e.) 有 
| u(r) | <SKlulscqlulara: (31) 
其 中 s= (mp—n)q/[npt+ (mp—n)q], 
证 明 只 要 对 wE0”™(@) 证 明 (31) 就 行 了 ， 由 于 6 的 每 一 点 是 一 个 
BEZEG h, 其 边 和 @ 的 边 平行 而 且 边 长 为 区 的 立方 体 的 角 点 , 不 
失 一 般 性 我 们 可 以 假定 z 本 身 是 @ 的 一 个 角 点 ， 比 如 说 = 
JER”: TKY: <rt l; IKin, 


根据 引 理 5. 17, 对 于 yEQ 我 们 有 
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| w(x} — ju) <ur) uy) SE eyl ful move. 
(32) 
HU =lulano BATTLE U LIEW; t p=le—yl 而 é= 
Clue) KUIW, MRE EI, HT p<6 我 们 有 
ju) |S lu(z)|—K U p" D0. 
LMM ARSAM pH, 在 @ 上 对 3 积分 得 到 
| ww lay | Gu) -K Up wo)rpr dp 


= Kĉ" |u(2)]| | (1—o™ ayon do 
= Kajula) [tt nel cme nd ne/ me) 
由 此 立即 得 到 (31)， 
另 一 方面 , 如 果 >L 则 从 (32) 我们 得 到 
ju (g) [> lule) | KVp™ 
> |u(z)|—|u(2)| (p/a 
20 pl. 
如 有 果 &>0, 则 
| le dy>, | A [Dy dp 
= Kluz)|’ 
令 1 二 [L (mp 一 %)g 十 npP]/mp， 则 用 一 下 Holder 不 等 式 
| eax) | me mernp/mne 
< Ky) | Clay) 10sm | ety) le /medy 
< /KO ala uhia. 
A Alelo, < lw。xo, 所 以 立即 得 到 (31) 式 。 量 
我 们 指出 : 对 2= 1, m=% 的 情形 ， 上 面 的 引 理 还 成 立 ， 这 时 
从 引 理 5.14 RITTE W (O>), Bi DARE Qp lula) < 
Kuli a e， 这 就 是 2 一 了 m=n GDR, 
© T32 。 


5.19 引 理 BOL R RARE ADERM Nik O 表示 人 和 
某 个 天 维 平面 的 交 ， 其 中 1<k<n(Q"=Q), mR nemp Hnr- 
mp<k<n, 那么 
W™?(Q)>L9(Q*), (33) 

其 中 妆 n> mp 时 p<g<kp/ (n—mp), KA 4n=mphy pag 
ceo， 如果 8= 1 n>m, m hn—m<k<n, WM FISSE, (n—m), 
(33) 式 成 立 . 

代入 常数 只 依赖 于 mm, p, k, n, g 和 决定 2 的 锥 性 质 的 锥 C. 
证 明 REMARK OQ, n>mp 和 g=kp/ (nw 一 m7) 的 情形 证 明 
上 述 结论 就 行 了 , 因为 用 推论 5.13 和 引 理 5. 14 pä han 的 情形 
所 用 的 同样 的 方法 就 可 把 结论 推广 到 共 它 情形 . 和 引 理 5. 10 的 证 
BA— FE, 我 们 还 可 以 假定 是 边 长 为 2 单位 的 坐标 立方 体 的 并 集 . 

设 Ri 是 R" 的 一 个 5 维 坐 标 子 空间 ，0* 在 Rt 上 有 一 个 一 对 
一 的 投影 25. 暂时 假定 pol, 设 » 是 小 于 mp 的 最 大 整数 ， 那 么 
mp—p<v<mp 而 且 由 于 w% 一 mp<<k RITA n—r<k, (注意 如 果 


p=1, Hk=n—m > 一 mg， 同样 的 结论 成 立 .) 设 a=, vik 


E,(<t<p) RRARA n—v 的 Ri 的 各 种 坐标 子 空间 . 设 OQ; K 
示 Qi (Hi QE E, LAER. WDA, HEA TEQ, iko K 
TOMET RAF E: 的 > 维 平面 的 诡 ， 于 是 R, 包含 一 个 
边 长 为 单位 , 有 一 个 顶点 在 z 的 >” 维 坐标 立方 体 ， 根 据 引 理 5. 18, 
对 于 g=qQ=xnp/ (n— mp), HF UEC” 02) 我 们 有 

SUP. luly) | n/m mK fale eee oon, (34) 


设 da’ 和 dek 分 别 表示 E: ME; 的 正 交 余 集 中 的 体积 元 素 . 将 
(34) ATE 9, 上 积分 , 利用 Holder 不 等 式 就 导致 


| sup [u(y) | (np/n mi 


Di YEN 


©1336 


I" (mp~v)/mg 


l IN uC) lodes 


iz ISi 


<K, 站 okz)|eaz 


x[| 2 Duaya” 
= K lugg uli o. (35) 
最 后 ， 把 引 理 5.9 应 用 到 了 Ri 的 子 空间 E 上 去 。 注意 到 引 理 5. 9 
中 的 常数 4 在 这 里 等 于 ( ÍL) OAO 表示 RE 中 的 体积 元 


素 , 而 令 g=kp/ (n—mp), 我 们 得 到 


ia »)/mp 


lulto Ke], TT, sup ll eraa 


i=1Eni s 


<x, [P|], sup uo evra]. Ge 


因为 qj u= (n—y) p/ (m—mp), M (35) Fl (36) 以 及 引 理 5. 14 得 
到 


E 


lulan SE: [Į juig ete O Pa Dlg 
ii 


SK Eleje ime ese P, a t= K, {ull m,»,0. 
这 就 证 实 了 所 要 的 供 人 定理 ,是 
现在 我 们 已 完成 定理 5. 4 的 证 明 ， 


We? (QO) 中 的 函数 在 2 边界 上 的 迹 
5.20 研究 定义 在 区 域 D 上 的 微分 算 子 的 边 值 问题 时 ， 重 要 的 问 
题 是 决定 定义 在 只 的 边界 上 的 函数 空间 ,包括 决定 WA) pA 
Bu Mel warye， 例 如 , MRW? (Q)>C(Q), ABA ul saryo T 
然 属于 ClbdryQ). Pim Ra Pik Ah H LR AE 
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理 , 它 可 以 作为 定理 5. 4 的 推论 而 得 到 ， 

在 算 子 uu paryo 作用 下 玉 %?() 的 象 的 表征 问题 为 许多 
作者 广泛 地 研究 过 ， 包 含 分 数 色 次 Sobolev 空间 在 内 的 解决 方法 
将 在 第 七 章 中 给 出 (特别 见 定 理 7.53)， 第 七 章 所 用 的 方法 是 属 
F Lions 的 [37, 38], 
5.21 设 8 是 R* 中 具有 一 致 0”- 正 则 性 的 区 域 虽 .因此 存在 
bdry 2 的 一 个 局 部 有 限 开 覆 盖 记 和 相应 的 和 -光滑 变换 到 ;把 
B= (yER*; jy < PR BU; E, HBO; NbdryQ=W; (B,); Bo 
= (y€B: 8 一 和， 如 果 了 是 一 个 支 集 在 5 中 的 函数 ， 我 们 可 以 通 
过 

| feMo=| ,,, f(z)do 
=f foW 5 (y', OJ; g ay’ 
来 定义 了 在 bdry4 上 的 积分 , BP y= Gi, god, MAME 
c= W (y), Wl 
n 1/2 
fat) = a(z,, oe Bu 5088 Tn) ? 
J; cy ) El( IY, e, Yn-1) ) | 


K=1 


yn=0° 


如 果 了 是 定义 在 bdtry9 上 的 任意 函数 , 我 们 可 以 令 
i f(z)do= > 


其 中 1 外 是 bdryg MM BF Us) TBE, 
5.22 定理 KOER 中 具有 一 致 C”- 正 则 性 的 区 域 , 而 且 假 定 
存在 一 个 只 的 简单 (m, p -EHRT E., mE mpr 而 
PKg (n—1)p/(n— mp), i 
W"?(Q)>L*(bdryQ). (37) 
如 果 mp=n, 则 对 pSg<oo 〈37) 式 成 立 ， 
证 明 典 入 (37) 应 该 在 下 列 意义 下 解释 : 如 果 UEW™ PQ), Wj Eu 
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在 5.2 节 最 后 一 段 所 说 的 意义 下 有 一 个 在 bdryR 上 的 迹 ， 而 且 
[Eulo e wirya SK laln K5 urk. [注意 因为 Co(R”) 在 
W™?(O) ch PH, [Euo viro APTA A HA EB PEE 
KX. J 

只 要 对 mp<n Fi q= (n— 1)2/ (8 一 2 证 明定 理 就 够 了 . 存 
在 常数 K, 使 得 对 于 一 切 wew™ (2) 

| ulm, 2,R*<K Jul ,0. 

根据 一 致 0”- 正 则 性 条 件 (4. 6 节 )， 存 在 常数 Ke, 使 得 对 每 个 J 
和 一 切 yEB, c= 5 (y) Us, 有 


Cg TK 以 及 [Sees bo 


注意 到 在 R* 上 0<0,(2)<1, MAES. 4 RAC) AB 
上 去 , 对 于 uEw"? (QO), 我 们 有 
| sanyo BuCs) ld <> | Bu(x) |tdo 


Uysobdrye 


<K,. 


<k, > | Luc ;lg ss, 


了 


<K; 之 (Bo 用 


<K, (= Lope 2 


<K R| Buls,s,R" 
<K, | 和 so。 
上 述 倒数 第 二 个 不 等 式 利 用 了 覆盖 OF 具有 的 有 限 交 性 质 . 
因为 对 所 有 的 1%, J, DE i) <const, HW j= WV; 1, +, Win), 
所 以 常数 K Mj 无关， 这 就 完成 了 证 明 ， 量 


作为 Bananh 代数 的 WCQ) 


给 了 WO) RRRA u M ov, 其 中 怠 是 R 中 的 区 域 , 一 般 
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Bi ee Ei BOR wo wr), CEQ 
(uv) (2)=u(r)v(r) a.e..] 然而 直接 应 用 Sobolev RACH 
可 证 明 : 假如 mp>n mE ORAHE, 则 wv EFW”), 
5.23 定理 KOQE R 中 具有 锥 性 质 的 区 域 ， 如 果 mp>r, Nil 
存在 一 个 依赖 于 m, p, n 和 决定 只 的 锥 性 质 的 有 限 锥 C 的 常数 
K*, 使 得 对 于 所 有 的 u, EWO), FEO a.e. 逐 点 定义 的 乘积 
uv 属于 W™? (2) mi HWE 

[ 2 | m,2,0<K*| ls, ol Pll pa (38) 
特别 地 , W™? (2) RFRA ARAN S Hrs 

lalar o= K*|U||m,2,0 

是 一 个 可 交换 的 Banach 代数 . 
证 明 为 了 证 实 (38)， 只 要 证 明 , 如 果 1aj 委 mm 则 


| [DTU yo(zy dec hule, 901018, 9,0 


其 中 Ky= Ki(m, p, n, C), 我们 暂时 假定 ucC"(Q), ABI L 
导数 的 Leibniz 法 则 , 即 


D*Luv]= =( 8 prunte, 


月 sa 
只 要 证 明 , HE Pa, |al<m, 有 
| p| DUCED olr) 1dr Kaluls,, olola 
其 中 Kose = Kae (m, P, n, C). RERA, 对 每 个 B, |Pl<m, 
Fi fe — ii eK (BP) = K (B, m, p,n, OIERREN wWEW™?(Q), 
假如 (m—|Pl/)p<n 和 pr<np/(n—(m—|B1)p) [或 如 果 
(m—|B|)p=n Ml] pxr<ool, BRA 


[/,|Drw(2)|"de<K (P) [wlas (39) 
或 者 假如 Cm 一 181)p>n, 则 有 
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| D’w(2)| <K (B) ||wl m,»,0 FE. Q rp a. €. , 
Wek EE (m—k) pon 的 最 大 整数 ， 因 为 mp>n, PL ko, 
aR | BIS, Mil (m—| B|) pon, BA 
| [Deu (a yD oE) da< K (P) Ul »,01D* olf 


<K(B) hulls oo 有 oo， 
| IDUCE D oE) ra <KE (a— p) lul», ol? 2,0 
ant | B|>k Aile—B|>k, MAREI] Sk+1 Bla—Bl|S> 
k-+1, WA nS (m—|#\)p H nS(m—la—B8|)p, ME 
n—(m-—|B|)p , n—(m—la—B|)p 


=2 (2m—|a))p 9 mp <, 
n n 


因此 存在 正 数 T, 7 ， 满足 (1/7) + (1/r') =1, 使 得 


parp< PAT'P< 


— P ， Pe 
n— a IBDP n—(m—|a—Bl)p 
因此 根据 Holder 不 等 式 和 (39) 我 们 有 


| pmakz)Dr-wdz) jade 


<|| | Daul x) | edn ] | Dola) | ran)” 
<LK (B) "CK @—B) J7 lalh, ol olf, 2,0: 
这 就 对 WEC™ (O), VEW™? (2) TE BAT (38) 3X, 
如 果 wEW™?(Q), WHEE HES. 1647 4E C™ (2) +h Ay FPF {un} 
FEW" ?( 2 ra ie 38, 于 是 由 上 述 论证 {av} EW? (Q) hy —4 


Cauchy} i], MAKAA WA) 中 的 一 个 元 素 妈 . 因为 morn, 
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可 以 假定 ww 在 上 连续 二 有 界 ， 因 此 , 当 n> 时 

fw—uvlo s o<lw—unPllo» ot | (tn—%) Vllo»,0 

<|w— unlo pat lolo = ol%a—Ulo»,a>90- 

因此 在 L902) rh w=uv, AET LARRET w= ur, 所 以 
在 W™?(Q) ih w= wv 而 且 

luv] r o= lwin», a<limsup|u, viim o= |%llm,2,0 1% |m,2,0 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . E 

我 们 指出 Banach 代数 W™7(Q) 有 一 个 么 元 (identity) 4 
且 仅 当 吕 是 有 界 的 ， 即 ， 函 数 e(z)=1 属于 W™ (9) 当 且 仅 当 
volQ<o, 但 是 体积 有 限 又 具有 锥 性 质 的 无 界 区 域 是 不 存在 的 . 


反例 和 非 嵌 入 定理 


5.24 ”研究 一 下 Sobolev MATH 5. 4 的 陈述 , 读者 可 能 会 推测 
几 个 可 能 推广 的 方向 ， 在 探讨 当 不 满足 定理 5.4 中 所 述 区 域 的 条 
件 时 证 明 伐 入 定理 的 可 能 性 之 前 , 我 们 先 来 构造 一 些 例子 , 这 些 例 
子 表明 对 于 定理 5. 4 中 所 考虑 的 区 域 , 其 至 是 任何 区 域 , 定理 5.4 
在 某 些 方面 给 出 了 “最 好 可 能 ?的 内 入 结果 . 

ORR 中 的 任意 区 域 ， 不 失 一 般 性 假定 原点 属于 如， 设 
R>0 (ERR B, fa AEA rh, (这 里 B= {2ER": |r| <REF E 
的 每 一 个 例子 中 我 们 作 一 个 只 依赖 于 p= |z| 的 函数 uE (Br~ 
{0))。 如 果 fEC™ (0, co) 满足 : 当 # 委 忌 时 f= m t>2R 时 
f(t)=0, 则 由 

当 p= |z| 之 38 


7) louto 当 0<p<38 
定义 的 函数 由 在 台中 有 紧 支 集 并 属于 nz(9) 当 且 仅 当 
uEW™? (B), 
5.25 例 ik kB, l<k<n, BRE mp<n A g>kp/(n— 
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m2)， 我 们 造 一 个 wew™? (Bz), {A ul" (Bh), 3 H B= {cEB;: 
Trs = =t,=0}, Ales g>kp/(n—mp) bt, BANAT REA JE An 
W™? (Q) >L (IY RA, 

iz u(z)=p*, Je p= |z| 而 指数 和 4 将 在 下 面 规 定 ， 通 过 对 
to 做 归纳 法 容易 验证 

D*u(r)= P(r) p*-*'4, (40) 

RPP, Æ e SY AY | | 次 齐 次 多 项 式 ,因此 1Dee(z)| Kp 
而 且 


R 
l, | D*u(z) | *da<const | pa labpta-idy, 


所 以 假如 
(A—m)p+n>0, (41) 
则 % PW? (Be), BA, 如 果 o= (wit oe +2), 则 


R 
f (ulr) | Idx dr, =const|， o`tida, 
R 


所 以 如 果 
Ag+k<0, (42) 

则 ugL* (Be), HF g>kp/(n—mp), 就 能 选 到 所 要 求 的 4 使 得 4 
既 满 足 (41) 又 满足 (42), E 

由 于 上 面 构造 的 函数 入 在 0 附近 是 无 界 的 , 所 以 当 mp<n 时 
AA BEA FE an W™? (O) ->O$ (Q) BRA, 
5.26 fil (iE p>1 和 mp 二 n， 我 们 构造 WEW”"?(Bs) 使 得 全 
Z (Ba)， 因 此 当 mp 二 % 而 且 人 8 具有 锥 性 质 时 ,对 于 7 迄 49 二 co 成 立 
Hk AW? (OQ) >L) 不 能 推广 成 W)C) 或 
W?(22)>C5(Q), BRIE P= 1 和 w=m( 参 看 定理 8.25), 

设 u(r) = log (log4R/p), 其 中 p 二 |x|， 显然 u€L"(B,). 由 
归纳 法 容易 验证 
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tæl 
Dru(Z) 一 之 ,Pei(Z)O Clog (4R/ DT, (43) 
j=1 


其 中 P。 是 的 分 量 的 |a| 次 齐 次 多 项 式 ， 因 为 p=n/m 有 
lal 


| D*u(z)|’< > Kasp" Eog (4R/ Q], 


f=1 


所 以 
lal 
| [Du(rz)|?ar<const S | ClogC4R/p)] ipt m etd, 
PR g=1°! 


ikla <m, 上述 不 等 式 的 右 端 一 定 是 有 限 的 . BOR [al =m, > 
o=log (4R/p), 我 们 有 
| | Dtu( x) | ?dae<const = a” Pde, 

由 于 p>1, 它 是 有 限 的 . 因此 «EW? (Ba). i 

有 趣 的 是 , 对 于 mp=2 的 情形 ， 上 面 的 销 数 u 与 由 和 了 的 选 
RER, 
5.27 例 (RE mp>n>(m—1)p, Rik A>m—(n/p), RI 
造 wEW™?(Bz) 使 得 WC (By). 因此 当 mp>n>(m—1)p 和 
A>m 一 (n/ 了 ) 时 不 可 能 有 形 如 WOOO RRA, 

和 例 5. 25 一 样 ， 取 xz)=025 Pp 二 |z|. 假如 u>m— (n/p) 
HID) AAuCW™? (Br), 现在 |u(7) 一 w(0)|/]z 一 01:=p*" ,所 
以 当 HA<4 时 ugor (Be). ARR m— (n/p)<u< 
Au, Mu REMETEN. | 
5.28 例 假定 (m 一 了 n=n A pol. RTH ucW™? (Ba) tE 
{h uC? (Bp). 因此 除非 X=1，m 一 1=n, 4OR ARR 
Lipshitz 性 质 时 对 0<A<1 成 立 的 嵌入 W™?(Q) 0° (Q) 不 能 
推广 到 A=1 的 情形 . 

ix u(t) = plog (log4R/p》 其 中 p= jal]. 由 于 当 z>0 pt, 
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|u(z)—u (0) |/|*—0| = log (log 4R/ p) >, 
显然 gC"! (Bp), oy (40) 和 (43) 我 们 有 


D*u(z)= $ Pa; (2)p [log (AR/p) 1; 


j=l 


其 中 Pas 是 1g| 次 齐 次 多 项 式 ， 因 此 
lal 


[Dru(z) 1? <D kasp! Clog (4R/ p)17??. 


和 例 5. 26 一 样 , 由 此 推出 vew ™’ (Ba). B 
5. 29 上 面 的 例子 表明 ,除了 以 前 明确 说 过 的 那些 例子 外 , 其 至 对 
于 很 规则 的 区 域 也 可 能 没有 定理 5.4 中 所 考虑 的 形式 的 嵌入 ， 祭 
下 的 问题 是 要 研究 一 下 对 于 没有 锥 性 质 的 不 规则 区 域 能 否 有 这 种 
形式 的 嵌入 关系 ， 我 们 将 要 证 明定 理 5.4 能 推广 到 其 些 不 规则 区 
域 ， 但 是 结论 要 弱 一 点 ， 不 过 我 们 首先 要 说 明 如 果 区 域 “ 太 不 规 
则 ”的 话 推 广 是 不 可 能 的 . 

GR OETA ILS, 即 如 果 

l lim dist(s, bdry@) =0 

Wik, R* 中 的 无 界 区 域名 可 以 有 光滑 边界 而 没有 锥 性 质 ， 下 面 的 
定理 表明 对 于 任何 这 样 的 体积 有 限 的 无 界 区 域 如 定理 5.4 的 第 I 
和 了 1 部 分 完全 类 效 . 
5.30 定理 设 Q 是 RR" 中 体积 有 限 的 无 界 区 域 ， 又 设 gp， 则 
Ww?(09) 不 幅 入 到 工 (8) 中 ，, 
证 明 我们 构造 一 个 函数 w(x)， 它 只 依赖 于 x 到 原点 的 距离 
p= |z], 4 otini wz) 的 增长 快 得 足以 使 x7)$L5(8) 但 仍 有 
wEW™?( 0), 

不 失 一 般 性 我 们 假定 vol4=1， 设 4(p) 表 示 O 和 中 心 在 原 
点 半径 为 7 的 球面 相交 的 曲面 的 面积 [ (wn 一 1)- 维 测度 ]， 那么 
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[a pap=1. 
BE ro=0, HF n= 1, 2, … 由 
| 4(oap=12"=| ”4(p)ap 
来 定义 nm。 显然 rm 随 着 趋 于 无 穷 而 趋 于 无 穷 ， 设 Ar, 一 rt 一 


rn 而且 国定 e PEFR O<e<[1/(mp)]—[1/(mg)], 一 定 存在 一 个 
增长 的 序列 (%;}) 了 -i EG Ar, 2°"), BRR REA A BB 2 ff 


Shih) n BBA Ar,<2-"， 由 此 应 该 有 YArv<co， 这 就 导致 


矛盾 . 为 方便 起 见 我 们 假定 1, 所 以 对 一 切 j, nj 之 j. BE a=, 
二 ?nr FADS Tn. EER aj Sba; MH aj;—bj;=Ar,,> 
27i 

设 了 是 一 个 具有 以 下 性 质 的 及 上 的 非 负 无 穷 可 微 函 数 : 

Ci) 对 一 切 t, O<f(t)<1, 

(ii) WR t<, f(t) =0, an #1, f(t )=1, 

ili) MR<k<m, 则 对 一 切 t, | (d/t) TOSH. 
如 果 rE Th p= lel 令 
TOR ， 对 于 a; Spb; 

Qj /2 十 (21ean f P= ) 对 于 bs<p<a; 

EAR u(zjCc"(Q), 记 Q;= EN: a; Spa}, 我 们 有 

|, llao= f|” + uaaa 

S20| ACp)dp+ 2" | ACpdp 


l a-n. cae ani- 1 
=z l2 mj_1~ 9/9) Tayi 2/0) <2 (DG B/a) 


因为 p<g, 由 上 述 不 等 式 必然 得 出 
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CO 


| ppaz= 立 | ulat. 
2 i=1 
如 果 1<h<m, 我 们 还 有 
dul? 
f, a I), la 


da* 
aj 
<Ma: [as—by] |" 4(o)ap 


dp 


1 


=g PEI ES 1 


ure, 

其 中 CO= 1—p/g—ekp, H%e<[1/(mp)] —[1/(mqg)], 所 以 C>0. 
因此 对 于 lal<m, DweL(Q), xm uc”), We, 
vL), 因为 对 于 每 个 j RINA 


| CO |" A(p)dp 
aj a 
一 22j-1[2- "airea L, 


所 以 W™ (QQ) A ERA ZLO p, D 
上 述 定理 的 结论 能 推广 到 体积 无 限 但 满足 
lim sup vol{#CQ: N<[a2|<N+1}=0 

的 无 界 区 域 人 上 去 ( 见 6. 35 节 ). 
5.31 对 于 有 很 尖 的 边界 尖 点 的 区 域 定理 5.4 的 第 I 和 第 了 全部 
分 也 完全 失效 . MRO R" 中 的 区 域 而 zo 是 人 边界 上 的 一 点 , 设 
B,= B,(%) 表示 中 心 在 ze 半径 为 了 的 一 个 开 球 , 设 ,二 Bi 们 个 ， 
设 S,= (bdryB,) NQ, XIR Alr, 从) 是 S, 的 曲面 面积 L(n 一 1) 维 
WE], MRS RR, 有 

lim A(t, 2) _o, 

720+ 
我 们 就 说 如 在 ay Cbdry AA — 7 1s & R.A (exponential cusp), 
5.32 定理 mRORR PHRRM, OF bdry 人 上 有 一 个 指数 
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(44) 


RA wo, 又 如 果 g>p, WW? (OQ) AeA BI Lt (Q) h, 
证 明 RIE uc (OQ) (ARR LO), AAU) |* Ey 
附近 很 快 变 为 无 界 ， 不 失 一 般 性 我 们 可 以 假定 ro=0， 所 以 p= 
la], 1 O*= {y=g/|x[ sE, |s| <1), HU 8* 是 无 界 的 且 有 
有 限 体 积 , 而 且 
AG, BY =P" AC/r, Q). 

设 t WE pt <q, 根据 定理 5. 30, ETE—7 HBLOCC™(0, co) 
使 得 

Ci) 如 果 0<7> 委 4 Mj o(r) =9, 


Gi) 如 果 O< jm, M| 100 (r) |'Alr, 20dr<co 
(ii) F I5 (r) |A (r, Q*) dr= co. 


[如 果 r= yl, 则 oa) = 二 5(7) 定 义 EWE vO). J 
iz =y] yl", 所 以 p= |e] =1/]|y]=1/r, 4 A=2n/q, Æ X u(t) 
二 有 (Pp) =r (r)= |yl to). HAA LAF lal = j<m 


[Dru(2)| < La Co) [<E eura), 
其 中 系数 ou RMF 2， 现在 对 lz| 1, w(z) 等 于 0, 所 以 
| waDlaz= | lakp) |*A(p, Mdp 
=f 10A, 2%) dr=c0, 
另 一 方面 , WR 0<|al=j<m, 我 们 有 
| Peakz?baz<| 189p) lh lp, 9)dp 
<const = | 180 Cr) [previo A Cr, O*) ar, 


(45) 
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RUE (A+ 2m) p<2n, 则 由 于 Pp 之 t Al vollQ*<oo, 通过 应 用 Holder 
\ 等 式 就 知道 (45) 中 所 有 的 积分 都 是 有 限 的 ， 所 以 EWO), 
否则 , 设 
k= [(A+2m) p—2n][t/(¢—p)] +2n. 
Hi (44) 446 a< 使 得 如 果 p<a, M Al, QD<p*, HUBS, 如 
果 7 >1/a, 则 
r A(z, QY <r p =r, 
因此 


oe 


|B (r) | ram/ A (r, OD dr 


1 


| a) pressor ae, ON dr 
1 


p/i t=p)/t 


< |'AG, oo ff r Acr, Q*)art" 
“Exe FPR AY. 因此 EWC), 从 而 完成 了 证 明 . 上 


有 类 点 区 域 的 嵌入 定理 


5.33 已 经 证 明 对 于 很 不 规则 的 区 域 定理 5.4 完全 失效 ， 现 在 我 
们 要 证 明 对 于 虽然 没有 锥 性 质 但 不 是 太 不 规则 的 区 域 定理 5.4 中 
所 考虑 的 某 些 类 型 的 伐 人 是 成 立 的 ， 这 类 问题 曾 为 一 些 作 者 研究 
过 ， 例 如 可 以 看 Globenko[26, 27] 和 Maz’ ja[44, 45] 的 工作 ， 下 
面 给 出 的 处 理 方法 是 本 书 作 者 在 一 篇 论文 [二 中 所 给 出 的 . 

我 们 考虑 区 域 OCR", 的 边界 仅仅 是 由 (x 一 1) 维 曲面 构成 
的 , 又 假定 外 位 于 边界 的 一 倒 。zoEbdry 2， 如 果 不 可 能 存在 顶点 
在 zu 体积 为 正 又 包含 在 从 中 的 有 限 开 锥 的 话 , 就 说 在 zxoSbdry 
处 有 一 个 央 点 (cusp)， 当 然 区 域 吕 没有 任何 尖 点 也 并 不 蕴涵 着 
吕 上 共有 锥 性 质 ， 我 们 暂时 考虑 叫做 标准 尖 志 (Standard cusps) 
区 域 的 一 族 特 殊 区 域 ， 这 些 区 域 具有 害 尖 性 的 尖 点 〈cusps of 
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power sharpness) (不 如 指数 尖 点 (cusps of exponential shar- 
pness) 那 么 尖 的 尖 点 ). 
5.34 如 果 1 委 8 委 2 一 1 而 ASI, 设 Qe 表示 由 不 等 式 
TT Bpr 0, oo, Kn>0, 
(at be ae) tap ab tao’, 
规定 的 R" 中 的 标准 尖 点 区 域 ， 其 中 a R” 中 具有 单位 体积 的 球 
的 半径 ， 我 们 注意 到 ¢<1, Qua 具有 由 isi, … zw 轴 张 起 来 的 轴 
向 平面 和 由 tro tt Ca 轴 张 起 来 的 垂直 平面 ( 尖 点 平面 ). 如 果 8 一 
# 一 1 只 有 原点 是 Qi 的 顶点 .为 了 计算 简单 起 见 把 Qua 的 外 边界 
曲面 取 成 (46) 的 形式 ， 球 面 或 者 不 包括 原点 的 适当 的 有 界 曲 面 都 
可 以 作为 外 表面 . 
与 标准 尖 点 区 域 81,: 相对 应 ,我 们 考虑 一 个 借助 于 篇 卡尔 从 
标 , 由 


(46) 


+ Yr 0, t, Ya > 0, 
yi tet ye? 

所 规定 的 与 QO... 相应 的 标准 锥 OL= 9... F4 说 明 在 R? AUR 
的 标准 尖 点 区 域 和 与 其 相应 的 标准 锥 ， 在 R 中 央 点 区 域 Qa 只 
有 一 个 尖 点 在 原点 , 而 O12 有 一 条 沿 着 zs BAW RR, 

TER" RAS SRE” ERR o 办， Des Yeas Yn) HEAT 
便 的 , 1.220, aK <a, Kan +, Oya, 

y= r singsing sinden 


Y= T, cosh singz sing, 4, 


I= T cose singgi (47) 
p= TyCOSP, 1, 
利用 这 些 坐 标 , 8; RA 


OST, ery Ye > 0, gr 人 >0， 
rity te tye’. 
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图 4. Rè 中 (a) 和 Rs 中 (5) 的 标准 尖 点 区 域 和 标准 和 
利用 一 对 一 的 变换 


2, =rj sing; sings sind, 4, 
a= rp cos sinó sinr n 


Ta = rpcosdy:sing, i 


Wz = Ticos: -y (48) 
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` Ope = + 


Tn = Yn 

可 以 把 标准 尖 点 区 域 Oy, 变换 到 与 之 相应 的 锥 Q; 中 去 ， (48) 的 
Jacobi 行列 式 为 

I(E, tt, Ln) 

9( ts Yn) | 

现在 我 们 叙述 三 个 定理 ， 宅 们 把 定理 5. 4 中 考虑 的 能 入 类 型 

〈 除 迹 嵌 和 外) 推广 到 可 与 标准 尖 点 区 域 相 比较 的 边界 不 规则 的 区 
域 . 这 些 定理 的 证 明 将 在 本 章 后 面 给 出 ， 
5.35 定理 设 介 是 RR" 中 具有 下 列 性 质 的 区 域 ， 存在 4 的 一 族 
开 子 集合 个 使 得 


Gi) 2= Ue; 


q@er 

Gi) 工具 有 有 限 交 性 质 , 即 存在 正 整数 六 使 得 己 中 任意 X+1 
个 不 同 的 集合 的 交 为 空 集 ; 

(iii) 下 多 有 一 个 集合 GE 六 具有 锥 性 质 ; 

(iv) 存在 正常 数 v>mp—n 和 A, 使 得 对 于 任何 没有 锥 性 质 
的 GE 六 存在 一 个 一 对 一 的 函数 世 把 G 映 到 一 个 标准 的 尖 点 区 域 
Qaa ER, HR UDES, 且 使 得 对 于 所 有 的 i (<i, j<n), 
所 有 的 SEG 和 所 有 的 YE 有 


Blew le 


= Ar Ook, (49) 


于 是 - 
W™?(Q)>L*(Q), 


coz CTP 
PSIS amp 


[如 果 v=mp—n, WAF p<g<oo, (50) R nE p=1 M g= 
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(50) 


co)， 如 果 y<mp—n, 则 对 于 p<q<oo, (50) 成 立 . ] 

5.36 定理 设 吕 是 R* 中 具有 下 列 性 质 的 区 域 : 存在 正常 数 
v<mp—n fn ATER FEF XEQ 存在 一 个 开 集 G，zEGCQ 和 
一 个 一 对 一 的 映射 多， 把 G 映 到 一 个 标准 尖 点 区 域 .8;,; 上 , 其 中 
(4 一 1)8<<v, 而 且 使 得 对 所 有 的 i， jl 和 所 有 的 zxEG, 和 
所 有 的 CQL 有 


zg le 


则 

Ww? (0Q) >03(Q). | (51) 
更 一 般 地 , 如 果 v< (m— jy p—n, 其 中 O<J<m—1, 则 

W™?(Q) >C4(Q). 
5.37 定理 设 Q 是 R" 中 具有 下 列 性 质 的 区 域 ， 存 在 正常 数 
v, ô 和 和 4 使 得 对 每 一 对 满足 |z 一 y| <6 的 点 2，yEQ， 存 在 一 个 
FRG, {E r, YECA, 还 存在 一 个 一 对 一 的 映射 多， 把 G 映 到 某 
个 标准 尖 点 区 域 Qu。 上 去 , 其 中 (4 一 1)X<y, 还 使 得 对 所 有 的 i j 
(1<i, j<<) ,所 有 的 xEG, 和 所 有 的 yEQws 有 


<4 PGE <a 


(Ee SE ME OS jxm—1 的 9, 我 们 有 (m—j—1)p<vtn< 
(m—j)p. WI | 
W™?(Q)>C3"(Q), 
0<pem—j—[(nt+vr)/p). (52) 
如 果 (m 一 J 一 P==? 十 %, 则 对 OS u<1, (62) Rar, PAREA 
有 W™?(0)—>0i(0). 
5.38 附注 (1) 读者 可 以 构造 与 5.25 一 一 5. 28 节 中 类 似 的 例 
子 来 说 明 上 述 三 个 定理 对 于 所 考虑 的 区 域 说 来 给 出 了 最 好 可 能 的 


。 了 50 。 


HEA. 

(2) 下 面 的 例子 有 助 于 说 明定 理 5.35: HE O= {0 2a T) 
SR’ 2,>0, x}<a,<323}, 4 a= (3/47) 是 RR 中 具有 单位 
体积 的 球 的 半径 , 容易 验证 变换 

Yı =L, — 27}, Y= Tz Y=; — (k/a), 
k=0, +1, +2,1, 
像 定理 5. 35 HAURR AMERA A A y DEE O MFR IR Ga 
换 到 标准 尖 点 区 域 Qu EE., MAG.) FP... 具有 有 限 交 性 质 , 除 
2 上 的 一 个 具有 锥 性 质 的 集合 外 盖 住 2， 因 此 如 果 m2<4 则 对 
T pq<4p(4—mp), mE mp=4 则 对 于 P49 过 co0， 如 果 mp> 
4, 则 对 于 p<qxoo, 有 W™? (Q)>L(Q), 


包含 带 权 范 数 的 族人 不 等 式 

5.39 经 过 (47) 和 (48) 把 一 个 标准 尖 点 区 域 映 到 与 它 相应 的 标 
准 锥 上 去 的 技巧 是 证 明定 理 5. 35 的 主要 技巧 ， 这 种 变换 把 形 如 
Jacobi FAR (49) 的 权 因子 引入 到 那些 有 关 的 积分 中 去 ， 因 此 
对 于 这 种 标准 锥 形 区 域 我 们 一 定 会 得 到 相应 于 由 到 锥 的 轴 向 平面 
的 距离 之 告 给 出 的 带 权 5?- 范 数 的 由 入 不 等 式 .在 把 嵌入 定居 
5.4 推 广 到 更 一 般 的 包含 带 权 范 数 的 Sobolev 空间 去 的 时 候 , 这 
种 不 等 式 也 是 有 用 的 、 

RIIA R 中 的 固定 开 区 间 (O, T) 上 的 连续 可 微 函 数 的 某 些 一 
维 不 等 式 开始 . 
5.40 引 理 “如果 之 0 而 xEC1(0, 四 ,又 如 果 | jw (i) fat<oo， 
则 lim Jac I P=0. 

证 明 ” 设 给 定 *>0 而 且 固定 s,0<s<T/2, 使 它 小 到 足以 使 


任何 满足 0 二 1<s ht a 
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[iv e@ivarce/s. 
存在 6,0<6<s, 使 得 
8” jw (7/2)| <e/3 
H. < 
P/2 | 
(d/s) | jul (r) | radr<e/3. 
如 果 0< t<, 我 们 有 l 


ulu [+ |" Jat @) lde 
所 以 
tr |uCt)| oli/2) [+] jw Ce) rdr 
+ (ja lw (Wirdr<e. 
因此 


lim #|u(t)|=0. Jj 
120+ 
5.4 引 理 wR r>o0, p>1, mH. u€C'(0, 7), Wl 


luce)? rate jut) |? tdt 


HEP uC vat (53) 


证 明 不 失 一 般 性 可 以 假定 (53) 的 右 端 是 有 限 的 , 而 且 假 定 p=1. 
分 部 积分 给 出 


[iuo ve hte lat 


— 7 » dl vtl d . 
— HE zt [Flue pia 


BI 5. 40 保证 要 积分 的 项 在 t= 0 处 等 于 零 ， 移 项 并 估计 一 
下 右 端 的 项 就 给 出 
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"| lu(t)| edt 
ð 


et let) | dt 十 | Iw) Pdt, 


这 就 是 p=1 MGA. I 
5.42 3/52 me v>0, pl, mi ucC' (0,7), RITA T — 
等 式 


morca, TO 
+l MD Nw Cea, (64) 


sup) u(t)? ee jn(t)|2 tdt 


+ 2p) | u(t) |?" |w (1) | ae, (55) 
证 明 只 要 证 了 =1 的 情形 就 可 以 了 ， 如 果 OT /2, 分 部 
积分 得 到 
全 u( t+ —r) dr == |u(#)| 
-| re u( t+ F—*) dr, 
由 此 得 到 


COSIN lulo) |do 
+p lw (a) |do. 


对 于 /2<t<T， 从 对 | w(t+r 一 7/2) lde 的 分 部 积分 得 到 


同样 的 不 等 式 ， 这 就 证 明了 7=1 时 的 64) 式 ， 在 这 个 不 等 式 中 
Mut RE ut ), 得 到 
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ET 
sup DIESES Orde 
十 | EIEC +v uct) edi 
<$| ra 
+P CD 


y+1? ` 
pet MEO dt 


+i, lw Ct) tat i 

这 里 为 了 得 到 最 后 的 那个 不 等 式 已 经 用 到 了 (53) 式 . 这 就 是 p=1 
时 的 (55) 式 . 时 
5.43 现在 我 们 转向 有 有 ", % 宇 2， 如 果 xER"， 我 们 将 利用 球 极 众 
标 表示 

z= (p, $) = (p, $i, t, bai), 
其 中 D 之 0， -aK <x, Sdz < 魏 r, 而 且 

2 一 Dsinfisingo sing, 4, 

a= peosgpisin ga esingni 


T= pcos dosing, 1, 


yn 一 pcosg,_. 


体积 元 素 是 
n—1 
dz=dzdz,+-dx,= ame | | sin? '¢dpdd, 
J=1 


Kh do =d edon" 
对 于 Shon 定义 函数 7% 二 r(x) 如 下 : 


nCz)=p| sings! [[ sings, 
了 =2 
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- ， 1 . . 
7 (7)= ell sing, k=2,3,-+,n—1, 
: g=k . 


7 (B= p. 
对 于 ISk, 7 (2B Terne Un 轴 张 成 的 坐标 平面 到 2 
的 距离 ; rw(Z) 正 好 是 原点 到 z 点 的 距离 。 关 于 使 用 形 如 
P= 1: 
的 连 乘积 符号 , 今后 约定 , 如果 m<k, il] P=1, 
ÈR 中 由 不 等 式 
O<p<a, —Bi<¢:<fi, 0 委 办 二 Di 
| j=2,3,,n—1 (56) 
规定 的 锥 形 开 区 域 ,其 中 0< Bia, [与 任何 p= a 相对 应 , (56) 
中 的 不 等 号 "< "应 代 之 以 ^“ 委 ”， 如 果 所 有 的 Bio, WAH PR 
等 式 应 该 用 0 万 p<a KARR, ] 应 该 注意， 任何 (5. 34 节 引 入 的 ) 
标准 锥 Q, 都 有 (56) 式 的 形式 ,其 中 参数 pa <in, Met 
下 面 的 引 理 用 一 种 对 我 们 说 来 是 合适 的 方式 推广 了 引 理 
5. 41, 
5.44 5/2 设 @ 由 (5 人 ) 式 规定 , 又 设 7 之 1, 假定 或 者 m=k=1, 
或 者 2 人 mn 且 ISk, 还 假定 1-k<y,<v<v,<0o, IA 
存在 一 个 和 > a 无 关 的 常数 K=K (m,k,n, P, Yi, Vas Bis, Bai) 
使 得 对 于 一 切 函 数 uc! (Q) 有 


| lua) ltrCz)]’ Cred de 


<K| lue) EA/a) |u(x)| 


+ | gradu(z)| ir, (r)]'da. (57) 
证 明 仍然 只 对 2=1 证 明 (57) 就 够 了 , 1 O.= (a= (p, dC 
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Q:4:20},0_={wEQ:¢,<0}, MO=Q.UQ_, REIRI: R 
过 我 们 把 8; 仍 叫做 0) 证 明 (57); 类 似 地 可 以 证 明 对 8- 的 (57) 
R, 所 以 对 给 定 的 @ (57) 式 成 立 , 因此 ,假定 =Q. 

对 于 k<m, 我 们 可 以 把 (57) 写成 形式 Ge p=1) 


Í, jel TL ia” ‘bs TT sin" tilo; 


jrk 
n-i 
x [Į sinti? hjp" dopdo 
jum 


<x| |} iul + laradul [Tein ió; 


j=2 
n-1 
x TT sin” 16 jp" ‘dod. (58) 
J=k 


MT k>mS2 我 们 可 以 把 (57) 写成 形式 
| II sin ~A sind 2¢; 


n-li 
x T sin”ti d; pt "dodd 
pak 
k-l 


<K [Glut Israaul | 开 sin by 


n-i 
x JĮ singo dodo. (59) 
j='k 


由 于 在 引 理 的 陈述 中 对 v, m 和 天 的 限制, (58) 和 (59) 都 是 ， 
| jai JẸ sing sae 人 


<K| | tim + | grad u] | 


n-1 
x I sindj0"t* dpd (60) 
1=1 
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的 特殊 情形 , 其 中 ISi Sn, wjy0, mA jet Wt O<uf<u;, 我 
们 对 i 用 向 后 归纳 法 来 证 明 (60)， Fhe BE REE, akp 
的 函数 ,把 引 理 5. 41 用 上 去 ,再 对 带 有 适当 权 的 其 余 变 量 积 分 , 就 
得 到 i 二 ww 时 的 (60)， 所 以 假定 对 i= 十 1 已 经 证 明 ， 其 中 l<k 
<n—1, 我 们 现在 证 明 对 i 二 EK 时 (60) 也 成 立 , 
如 果 bi <r, RANA 

sing, Sh SK singdi, 06, <r, (61) 

p K,=K, (8). H318 5.41, 又 由 于 


l3u/2ġ,|<plgradu] TT sings 


j=k+l 


我 们 有 
F uCp, $) | sin ordo: 


0 


Ay 
<f” |ulopoag, 


<K.["[lul+isradulo TT sind, leas, 


j=k+1 


hr 
<K | | 1} + [gradu] p 


n—i 
x TT sing; lain ddd. (62) 


注意 到 Ks 从 而 KARET 8, 但 是 在 引 理 的 条 件 下 可 以 选 得 与 4 
无 关 , 从 而 与 » 无关. 如 果 B, 一 #, 利 用 [=|”+| ERE 
(61) 利用 不 等 式 
sind: Sr/D) sing, 4O<b,<u/2 时， 
sing, <a—$,<(w/2) sind, 4%a/2<¢.<a (63) 
就 得 到 (62). 利用 (62) 和 归纳 法 假设 ,现在 有 


n-i 


k-1 
[tel TE sind, JE sine gyp™ "dads 
-Q 了 =1 j=k 
a tl pp 
<f po" ap TL |” sin'igay, 
j=1 


n=) Bs p 
x I | sintio 09, : |u| sinto, do: 
. 0 0 ， 
j=k+i1 
n=] 


<K, | |gradu| Tf singip" dodo 
e 4=1 
k 
+ Kal Iul TE sin”; 
Q 7=1 


n-1 


x I sin"! d;o” "dodo 


j=k+1 
1 n-1 . i san- 
<x f | piel +| grad u) | JE so"spip" ‘ddd. 


这 就 用 归纳 法 证 明了 (60), 因而 证 明了 引 理 ， 重 

在 下 面 的 引 理 中 ， 对 于 区 域 8 和 适当 的 带 权 5?- 范 数 我 们 得 
到 一 个 类 似 于 引 理 5. 10 APRA AER, 
5.45 引 理 ik QO (56) Me, Rik pol 和 1<hk<n. 假定 
max (1—k, p—n) <r <r <n, MEETS a EROH K = 
K (k, n, P, Yi, Yo Bn t, Ba-) ERM TURE v KoSo R y, 
和 一 切 函 数 weC1(Q) nC(@) 我 们 有 


ff aoina) 
<KÍ| LC/ar) uCe)|?+ lgrad u(2) | 
x [rads], (64) 
SEH g= (v+n)p/ (vtn—Pp). 


证 明 设 6= (ve t+n—l)p/(vtn—p), s=(vt+n—))/y, 8 一 
21588 


(v+n—1)/(m—1), H Holder 不 等 式 和 引 理 5. 44m =k 的 情 
形 ) 我 们 有 


| xz)brre(o 
<i| ju ltr tae l” 
SK, if, lu[= CCa) lul + |grad ul dred} 


1/8' 
x} jujado)", (65) 
Q 


为 了 估计 上 式 中 最 后 一 个 积分 , 我 们 采用 记号 
P*= (Øn s baa), 
$3 = (0, pn en bin Bni), 
j=1, 2, ,4 一 工 
其 中 ”^ ?表示 省 略 该 分 量 @, 设 
Qo ={e*: Cp, p*)EQ, WE 0<p<a}, 
OF ={8F: (0, DEQ, HF 0<d;<f,}. 
Go MOF A<j<n—1) 都 是 R*-! 中 的 区 域 ， 我 们 在 OF 和 Q E 
分 别 定义 函数 如 下 : 
[Fo (0%) I" = [Fo (by, e, ba)" 


n-i 
=sup[|u|*p"t*-"] TT sin’g, 
0<p<a 7 
i=} 
n-1 
x [ff sin' 1g,, 
i=2 


[FOP] = CFC, Øn e, by, ba) TE 


@ 本 书后 面 单独 使 用 符号 HH RR, o, prn prn e band) — PRE. 
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= sup [|u|°sin’'?"'p;]p'**-* 


O<¢j<8; 
j-i 
x T sin’¢,; TI sia’ d; 
tk 
x TE sing: 
i=j+i : 
那么 有 
n-1 
lal/ Dp /nD gami sin’ '¢, 
n=] 
<Fp (p*) TF0. 
j=1 
应 用 组 合 引 理 5. 9, 得 到 


| SY DG 


<| 
Q 


n-li 
Fy(p*) TP Fi(diydpdd 
f=1 
二 1| Fods 
,| ot 


x TT, 0p "apd 


j=1 


l1/(n~1) 


(66) 
根据 引 理 5. 42, 又 由 于 193u/3p1<|grad u}, 


sup [ul p Yan —1 
O<p<a 


<K | luj Tya) |u| 
+|grad ul]p'*" -dp, 
其 中 对 于 1 一 ?< 六 ><m<oco 的 bp 来 说 及 与 v 无关， 由 此 得 到 
| efoto as 
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<K,| ul? [(/a) |u| + [grad ullrids. 
(67) 
类 似 地 , 利用 引 理 5. 44 中 的 不 等 式 (61) 或 (63), 从 引 理 5. 42 得 到 


sup ju|’sin”ti iø; 
O<dj<f; 


SKos f m ol] Jas 
<K,,[” Jul Elut [grad u| 


n-1 
xp [[ sing:]sin** idő; 


i=j+i 


由 于 


[au/adil<o TE sind. 


因此 
[ LRN dead, 


<K»; | [grad u| |u|” iride 
Q 
+ Kaif, |u| rer zlidar 


< Ks el? [Ge [ul + [grad ul ride 
| 7 (68) 
这 里 ,为 了 得 到 最 后 一 个 不 等 式 , 我 们 已 经 再 次 用 了 引 理 5. 44 注 
意 到 对 于 允许 的 > 值 可 以 选 常数 Kas A Ks, 和 ?> 无 关 ， 把 (67) 
和 (68) 代入 (66) 然后 又 代入 (65) 就 导 至 


| Jel tr pda 


<Kff lel Eaa) fa 
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1/8+n/(n-1)3' 
+ lerad uj rida} 


) (p—1)/p 


<K fif luliae} 
x f2 Ca/ |u|? [grad ul] 
e 
, 1/P) (YER) /Cv tnt) 
x rida} l 。 


BI O+n—1)/@+n)—@—D/p=1/q, LEF uO LAR, 
而 且 >>1 一 mw | luleride 是 有 限 的 ,消去 后 就 得 到 (6 个 E 


5.46 附注 (1) vEC(@) 这 一 假定 只 是 用 来 保证 上 面 所 说 的 消 
去 的 合法 性 ， 事 实 上 对 于 任何 vEC@) 引 理 都 成 立 . 

(2) 如 果 1 一 KK< 六 <2<co 而 且 yyy, Hk v<p—n, 
则 对 于 任何 满足 << 的 g, (64) 都 成 立 ， 只 要 对 大 的 4 证 明 
这 点 就 行 了 ， 如 果 9 之 (2 十 2) /0 十 82 一世， 则 对 于 满足 1 委 s 一 2 
BUSES s,g=(v+n)s/(vt+n—s), Ak 


if. juļerzde}" 


<K| [ay/on |ul*+ [grad u|*]rida 
<K jaro! Ladlet gradu Irida} 


(p-8)/p 
x | ridz| ’ 
Q 


由 于 有 端的 最 后 一 个 因子 是 有 限 的 , 故 得 (64). 
(3) WE v=m 是 一 正 整数 ， 那 么 能 用 如 下 方法 非常 简单 地 
44 B) (64), Be y= Gr, 2) = (Zoo Sy, 3m) 表 示 及 ”中 的 一 
个 点 ,而 且 对 于 wEQ 定义 u* (yg) =ulz), wR 
Q*= {ER "y= (w, 2), CEQ, 0<2;<7,(2), LSJ} mM}, 
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那么 @* 在 及 后 ”中 县 有 锥 性 质 ， 由 此 根据 定理 5.4， 令 = 
(n+m)p/(n-+-m—p), RATA 


fe" 


={f roa} 


<K Í| C/o") lu*(y) |?+ [grad u* (y) | al” 


1/p 
=K $Í C/o) lul?+ lgrad ul Irida} , 
3k BAT |gradu*(y) |= [grad w(x) |, u* 与 无关. 
(4) 假定 CF(R") ,或 更 一 般 地 ,对 于 上 述 引 理 中 的 
la) Erez) de <oo, 
如 果 取 B,=2,1<i<n—1, E64) 14 a>, 我 们 得 到 
Olu a 
R 
1/p 
<KÍ| lgradx(z) [raz 


这 个 不 等 式 推广 了 5. 11 节 中 给 出 的 Soboley FBX, 
现在 我 们 把 引 理 5. 15 推广 到 允许 带 权 范 数 的 情形 ， 这 里 与 

其 处 理 上 述 引 理 中 考虑 过 的 特殊 情形 & 还 不 如 处 理 具 有 锥 性 质 的 

任何 区 域 来 得 方便 ， 下 面 的 初等 结果 是 需要 的 . 

5.47 引 理 ik2zCR’, MROQER 中 体积 有 限 的 区 域 ， 如 果 

Ox<v<h, 则 


[1s—al-"dr<K (olay, (69) 
其 中 常数 下 依赖 于 vz 和 5 但 不 依赖 于 zz 或 @， 


证 明 BER 中 中 心 在 z 而 体积 等 于 vol 2 的 球 . 容易 验证 
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(69) 的 左边 不 超过 | 14 一 1-"dz, 但 是 对 于 Q 一 B, (69) 显 然 成 立 . 
5.48 引 理 BOR R" 中 具有 锥 性 质 的 区 域 ， 设 1<h<<n, Wik 
PÈR 中 一 个 (nh) 维 平 而 用 7(z) 表 示 z 到 了 的 距离, 如果 
0<v<p 一 n, 则 对 于 所 有 的 weEC'( 8) 有 


supjx(z) | SKY| [lx 
TER ü 


+ |gradu(z)|*]Er(z) ax”, (70) 


FOP BB RA RMF v, n, p, k 和 决定 名 的 锥 性 质 的 锥 C 但 是 不 
依赖 于 

证 明 贯穿 证 明 的 始终 A, 和 五, 表示 依赖 于 (70) 中 的 所 允许 
MI BB vn, p, kb mC 中 某 几 个 的 常数 。 只 要 证 明 如 果 C 是 项 
点 在 原点 又 包含 在 介 中 的 有 限 锥 , N 


Juco) SKE Le) le + |graduce)|*I 
1/2 
x [redel . (71) 


对 于 O<j<n, 1k 4; 表示 0 在 Ri 上 投影 的 7 AE Lebesgue i 
” 度 当 取 遍 R" 的 所 有 ; 维 子 空间 Ri 时 的 上 确 界 ， 记 z= l,e”), 
其 中 al = (ay, e, By ig) M = aes ， 不 失 一 般 性 我 们 
可 以 假定 了 与 相应 于 ww” 的 分 量 的 坐标 轴 正 交 ， 定 义 
S= (a ER": (g, a" JEC 对 于 某 些 orE 有 全 
R(T) 二 {w"ER?*: OZ ZIDEC 对 于 每 个 WES. 
对 于 Ot] 我 们 用 C, 来 表示 锥 (ix:XEC)， 所 以 C,CC 而 且 当 
1 二 1 时 C,=C， 对 于 CC, 我 们 定义 一 些 和 前 面 对 C 所 定义 的 量 相 
似 的 量 A, 5,8, FRC), RR A, = tA, 如 果 wEC, 我们 有 


us)=u(0) + | Surat, 
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所 以 
[2 (0) | SI) [zl | lgrad ulta) lat, 
@V=vole jij a= sup) «|, 把 上 述 不 等 式 在 C 上 积分 , 得 到 


V | uO) <f xz)laz+a| | |grad u(tx) |dt dx 
=| lw) artal tdt 
x| grad ulz )|dr. (72) 


itz 表示 t EP EERE, M re) = le", MFO 
p—n RKA p>1, 所 以 根据 引 理 5. 47 


Cy 
=| ax’ | ja" — z" |70- Dag" 
Ss Ra) 
<K,| [A, OP da’ 
S; 


SK [A a AODA na 


=Kyt® eD, 


也 此 得 到 
|, leradu(z) as 
<j. {grad u(r) tr) az 
x if. Cray} eral 
— il [grad u(z)| Pirca) ar! 
(73) 
内 此 , HF y<p—n 
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1 . 
| eas igradu(z) de 
o es 


<K, f| leraducs) | "Erode t”, (74) 
类 似 地 ， 
f E ar {| lua reat” 


1/p’ 


x if Er ‘naw 


<K; f [u(r]? [rz az (75) 


从 (72), (74) (75) wh 74 Bl (71). 

5.49 引 理 假定 引 理 5. 48 的 一 切 条 件 都 满足 , IRE OF 
强 局 部 Lipschitz 性 质 ， 则 对 于 一 切 wEC 8), 有 | 
ju(z)—uy)| 

wre jz—y|" 


l/p 


KK} chu) e+ [grad ula) lr Cre) Taek”, 
(76) 
Sith u=1— (vtn) /p WE O<u<l KG u EK. 
证 明 证 明和 引 理 5. 17 中 证 明 (28) 式 一 样 , 只 是 在 (29) 式 中 用 到 
的 是 不 等 式 
Í, | grad u(z)|dz 


SE |grad u(z) [Er azl” 
(77) 
当 »=0 时 的 特殊 情形 ， 现 在 的 证 明 中 要 用 (77) 式 的 一 般 情形 , 应 
用 和 前 面 得 到 (73) 同 样 的 方法 就 得 到 (77)， 量 
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定理 5. 35—5. 37 的 证 明 


5.50 3 引 理 ” 设 z20. 若 了 0 一 0 i 1<¢<(5-+n)p/(F+n—1); 
否则 设 1<g<ce， 那 么 存在 常数 K=K(n,7,3) 使 得 对 于 一 切 
标准 尖 点 区 域 Qi( 见 5. 34 节 ) 有 (4 一 1)8=v<p， 而 且 对 于 一 切 
uEC Qe) 有 

lulo e,o, SK lu] 1,2,0,1" (78) 
证 明 由 于 每 个 9 具有 线段 性 质 ， 只 要 对 wEC!(@,) 证 明 (78) 
就 行 了 ， 我 们 首先 对 给 定 的 和 4 证 明 (78)， 然 后 再 证 明 可 以 选 
下 使 之 与 5,4 无关. 

先 假定 5>>p 一 x. 只 要 对 
d= (+n) /(b+n—p) 

证 明 (78) 就 能 了 ， 对 于 uE DEM Gly) uz), rh y 和 了 
是 通过 (47) 和 (48) 联 系 起 来 的 ， 因 此 ECNE), Hh 
Q 是 与 9;,; 相应 的 标准 锥 ， 根据 引 理 5. 45， 又 由 于 g<(v tn) 
DP/(2 十 nn 一 2p), 我们 有 | 


lulos = JA], EO "Crea Tay 
<K, $f Clay) s+ gradi(y) 17 
x Era) Jay (79) 


现在 如 果 ISJ, Ml eri y MR kt <j<n, M e= y. A 
Arisyitygit+--+y), 我 们 有 
OX; a t (A—1)rim*yy; 如 果 Ii, j<h 
W ld; 其 它 情 形 ， 
由 于 在 Q EnS, 由 此 得 到 
|grada(y)|<K,|grad ul(z)|. 
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因此 这 时 从 (79) 就 得 到 (78)， 对 于 p< p—n 及 任意 4 的 情形 ， 根 
据 附注 5. 46(2), 证 明 是 类 似 的 . 

为 了 证 明 : 假如 v= 二 (4 一 Dk<5, 那么 (78) 中 的 常数 天 能 选 得 
Ak, ATK, 我 们 指出 只 要 证 明 存在 一 个 常数 K 使 得 对 任何 这 种 
k, A MH VECA NCO) A 


lew hr Tray 
< |f lo tleradoW I 
| x [ry) Yay (80) 


事实 上 ， 只 要 证 明 带 有 K 的 (80)， 共 中 区 依赖 于 ,因为 我 们 可 
以 在 的 有 限 多 个 允许 值 上 取 最 大 值 了 (8)， 我 们 分 三 种 情形 来 
iE BY, 

HEL p<p—n, 1I<g<co, 根 据 引 理 5. 48， 对 于 OLLE 


sup joe) SK) coco 
XEQE Qg 

+ [grad oy) | "Tr (PD Tay 1 (81) 
因为 当 ”增加 时 右边 的 积分 减少 ,我 们 有 KOKE), 由 (81) 和 
Qe 的 有 界 性 就 得 到 (80). 
we pop—n, 只 要 讨论 q= w+n)p/(@+n—p) BT, 从 引 
理 5. 45 我 们 得 到 | 

f lelersdy b 
OE. 


? UVe 
<x, {| [le|?+ |grad v|” ]ridyt ， 
Qk 
(82) 
其 中 s=(v-+ana)p/(w+n—p) Sq, MF p—n<y<v<y, K, 与 ? 
+ 268 ¢ 


无 关 , 根据 Hilder KER, 又 因为 在 QL ey) <A, 有 
lg . . 
f olidy\ 
QE 


l/s 
<f lei'ridy} Evol eee, 
所 以 如 果 yo 所 vz, 则 从 (82) 得 到 (80). 
如 果 P—n<0, 我 们 可 以 取 y= 0, 因而 证 得 (80)， 否 则 的 话 ， 
Pn. 固定 v= (7 一 n 十 Pp) /2， 能 找到 vv E Ov apn 
(或 如 果 p=n Ml vi =0), 使 得 对 于 v. <<, 有 


„PHR G+n)p p 
l<t (y-+n) (+n) 十 Cr Tr er 


其 中 eo>0 只 依赖 于 去 和 和 2， 因 为 后 一 不 等 式 我 们 还 可 以 假定 
ti—n<yv,, AA (> 十 0) 十 2 一 人 一 gw， 又 由 于 引 理 5. 45 和 
Hilder 不 等 式 , 有 


na” 


<K; 让 [ol 十 laraaolriay 


17i 


<a) [leit [grade] *Iridy | tvog goo, 
QL 

(83) 
其 中 对 于 nS, Ky, 与 » ER. 

FE vy > 0 的 情形 用 情形 1 的 方法 能 对 0<v<v1 得 到 一 个 类 
似 的 (一 致 ;估计 .把 它 与 (82),， (83) 结 合 起 来 , 就 证 明了 >» om 
的 (80). 

情形 IL p= p—n,l<q<oo. 固定 s>max (q, n/(n—1)) X 
Kt=(+n)s/(vt+nts), Hihs=tnt/otn—-t). FH, 
对 于 Oy <p A 1<t<ps/(p+s) <p. Ae Be AB HE 0 使 
ht—n<vi<p—n, 余 下 的 证 明 与 情形 II 类似 ， 这 就 完成 了 证 
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a. OE 
5.51 定理 5. 35 的 证 明 通过 和 引 理 5. 12 的 证 明 中 使 用 过 的 一 
样 的 论证 , 只 要 考虑 特殊 情形 m1 T., beg 满足 : 当 > 十 0 了 
kt, pSa<(vtn)p/w+n—p), H vtn<p i, pago. EAR, 
如 果 n>p, Wig<np/(n—p), 所 以 ,不 论 在 哪 种 情形 根据 定理 5.4， 
对 于 一 切 wEC:(2) 和 具有 锥 性 质 的 厂 的 元 素 G{ 如 果 这 种 G 存 在 
Wik), 都 有 
julo a SE feds» 

如 果 GEL 没有 锥 性 质 , MIR y: GQ 其 中 (4 一 DNS 是 
定理 的 陈述 中 所 规定 的 1- 光滑 映射 ， 那么 由 定理 3.35 和 引 理 
5. 50, 有 

lelo s aSK: wow loe g a S Elut Ts oa 

SKailul ipa 
其 中 K, 与 G 无 关 ， 所 以 注意 到 4/7 之 1, 我 们 有 


lel EEDD lul’ se SEs Di (lal? ea)? 
ger Ger 


| 7 | 
<K; (Emt) SKN ult» 05 


Ger 


为 了 得 到 最 后 的 不 等 式 ， 我 们 已 经 用 了 六 的 有 限 交 性 质 ， 通 过 完 
er (CRRA BIKA (50). [如 果 v<mp—n, MERI g= op E, 
(50) 成 立 , 这 是 下 面 要 证 明 的 定理 5.36 的 一 个 推论 . 寺 
5.52 引 理 设 0<p<mp—n, WERK K=K(m, p,n, >) iE 
得 如 果 8,., 是 任何 满足 (4 一 DX 二 vz 的 标准 尖 点 区 域 ， 又 如 果 
uEC” (Q,,,), MY 

Sup, Ju (æ) | <K [ulm p, 05,1. (84) 
证 明 只 要 对 m=1 的 情形 证 明 引 理 就 行 了 ;通过 和 引 理 5. 15 证 
明 的 最 后 一 段 中 所 骨 的 同样 的 论证 就 得 到 对 于 一 般 宫 的 证 明 . 
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RUCC (OQ, D), A-)k=v<s, 根据 引 理 5. 48 和 利用 ?| 理 
5. 50 的 证 明 第 二 段 中 的 方法 , 就 有 


sup |%(z)|=suplz(y) | 
TEE, YEQE 
1/2 
SE CIEGO) 17+ gradi(y) [*ICr, Cy) ray} 


<K:}| Clu(æ) |+ | gradu (a) |"]da} (85) 


因为 对 于 y€Q,, 7. (y) <1, 假如 0<y= ADELT 的 话 ， 显 然 能 

选 到 与 4 无 关 的 Ky, 从 而 选 到 与 &, 4 无 关 的 Ks. M 

5.53 ”定理 5.36 的 证 明 ”只 要 证 明 (51) HT. BE wEC"(0). 

如 果 LEA, 则 对 于 某 个 区 域 G, LOCO, TH G, 如 定理 的 陈述 中 

所 规定 的 那样 , 存在 -光滑 变换 p: G>0,,,0—-Dk<v. 因此 
lx |<sup|u(@) | =sup [u04 (y) | | 


SK Uo p "| ms, gra S Kel 4 m,0,0 

<K, | 2] m,2,05 (86) 
其 中 下, AK, 与 G 无 关 . 证 明 的 其 余部 分 类 似 于 引 理 5.15 证 明 
中 的 第 一 段 . il 
5.54 定理 5.37 的 证 明 和 3 引 理 5.17 的 证 明 一 样 ， 只 要 证 明 当 
j=0 Mi m=1 时 (52) 成 江 就 行 了 ， 这 就 是 说 证 明 当 $ 十 w<p 和 
O<u<l— (v+n) /7 时 


sea MELK julli so (87) 
成 立 ， 由 于 (86) 对 于 a, yEQ, [a—y|>d, (87) 成 立 ， 如 果 |z 一 y| 
<ô, MFE x, YEGE 的 G 以 及 一 个 1- 光 滑 变 换 久 ,多 把 G 喘 
到 标准 尖 点 区 域 8,,, -E k, 4 满足 定理 的 条 件 (4 一 D8<> 用 引 
理 5. 52 的 证 明 中 使 用 过 的 同样 的 方法 ， 从 引 理 5. 49 就 能 导出 不 
等 式 (87)。 详细 证 明 留 给 读者 ， 目 
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Rellich-Kondrachov 定理 


6.1 HOR R 中 一 个 区 域 , Q 是 如 的 一 个 子 区域 ， 又 设 XW) 
A WQ) AREA WY A RAEI, BY XO) 是 空间 Ci(O)， 
Ci CO), LOY RE WiO hA, AE OF 1<k<n, 是 
QI R pA ke HAP, HERE GIA ini ual o, 
ÆA X(Q) 到 和 (2o) 的 有 界 算 子 [事实 上 linu XQ) I< 
lee X(Q) 1], 因此 对 于 任何 一 个 伐 入 

Wm ?(Q)>X (2), (1) 


HASAR a RE T E— RAN 
Wm? (Q)>X(Qo), (2) 


HEADHRA HCA RL DARA BE, 

MQR E Sobolev 嵌入 定理 5. 4 的 假设 并 且 Qo 是 有 界 的 ， 
那么 除去 某 些 特殊 的 情况 之 外 所 有 的 能 入 (2) (对 应 于 定理 5.4 断 
言 的 嵌入 ) 都 是 紧 的 .这 些 紧 嵌 入 结果 中 最 重要 的 部 分 来 源 于 
Rellich[57] 的 一 个 引 理 , 对 于 Sobolev 空间 的 情况 Kondrachov 
[33] 给 出 了 证 明 。 紧 企 入 在 分 析 中 有 很 多 重要 的 应 用 ， 尤 其 是 对 
于 证 明 在 有 界 区 域 上 线性 椭圆 型 偏 微分 算 子 谱 的 离散 性 . 

在 下 面 的 定理 中 我 们 扼要 的 叙述 WO) AR AERA, 
6.2 定理 (Rellich-Kondrachov 定理 ) (£023: 及 ”中 的 一 个 
区 域 , Qo 是 介 的 有 界 子 区 域 ，0Q* 是 与 R* 中 一 个 大 维 超 平面 的 
交 ， 又 设 j, m 是 整数 , fo, m>l; p EMR, 1<p<o. 

I 如 果 虽 具有 锥 形 性 质 并 且 mp<n, 则 下 面 的 嵌入 是 紧 的 : 
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Wi™?()) >Wi (24), 0<n—mp<khean, . 
1l<q<kp/(n—mp), (3) 


Wit™.?(Q)>Wi4(Q), n=mp, 1<k<n, 
1<q<o. (4) 
Tl] 如 果 人 2 具有 和 锥 形 性 质 并 且 mp>n 则 下 面 的 嵌入 是 紧 的 : 
Wit™?(Q)—>08(00), (5) 
Witm(Q) >Wi(Q$), 1<q<oo. (6) 
III 如 果 台 具有 强 局 部 Lipschitz 性 质 则 下 面 的 企 人 是 紧 的 : 
Wit™?(Q) >01 (Dy), mp>n, (7) 
Wi+™,2(Q)>Ci4(Q,), mp>n>(m—1)2, 
0<A<im— (n/p). (8) 


IV 若 Q 是 R" 中 一 个 任意 的 区 域 , ERAGO HAW iA) 
RE W nO MAARA BER, 
6.3 附注 (1) # X,Y,Z EINAN, MEMRINAKA X> 
Y,Y>Z, mR PRA PATER, 则 合成 的 嵌入 并 -> 是 
紧 的 . 例如 车 了 -> 是 紧 的 , 那么 入 中 任意 一 个 有 界 序列 {ri)》 在 了 
中 是 有 界 的 ， 因 而 它 就 有 一 个 子 序列 在 名 中 收敛 . 

由 引 理 3. 22 我 们 知道 扩张 算 子 w->% GH Ge) =ula), xE 
2; (a) =0, a2.) 定义 了 一 个 嵌入 Wit ™ A) > Wim (R"), 
因而 定理 6. 2 的 第 IV 部 分 结论 可 以 由 前 面 的 1 一 III 部 分 得 到 ( 取 
Q A R’). l | 

(2) 只 要 对 j=0 的 情况 证 明了 嵌入 (3) 一 (8) 的 紧 性 , 那么 对 
任意 正 整数 ) 嵌入 (3) 一 (8) 都 是 紧 的 ， 例 如 假设 对 于 嵌入 (3) 在 
j= 0 的 情况 已 经 证 明了 它 的 紧 性 , 对 于 j 关 1, SRW (OQ) p 
个 有 界 序列 fwi} 那 么 对 每 一 个 满足 la| <j 的 w (Dru) EW) 
中 的 有 界 集 ， 由 假设 我 们 知道 Du) 在 (84)(g 满足 (3) 中 的 
条 件 ) 中 是 准 紧 的 ， 所 以 能 够 从 {wi}( 用 有 限 归纳 法 ) 抽出 一 个 子 
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序列 (ul) 使 得 对 每 一 个 满足 la| <j 的 w (Dewi) E L COI) 中 收 
Me, 因而 Cu} ZEW (05) pee, 因此 嵌入 (3) 是 紧 的 . 

(3) 由 于 Qo BARN, 对 1<q<o0, A OLOLA); 
事实 上 lelono <lu; C$(Q4) flvol, 23]. ATRACO HS 
PERT ELAMIRA(5 AHEM 3 (J=0). o 

(4) 为 了 证 明定 理 6.2， 车 日 具 有 锥 性 质 总 可 以 假设 有 界 子 
集 2。 也 具有 锥 性 质 ， 如 C 是 决定 怠 的 锥 性 质 的 一 个 有 限 锥 ; 设 马 
是 所 有 包含 在 中 中 与 9。 有 非 空 交 的 与 C 全 等 的 有 限 难 的 并 ， 则 
COCO, HORAK, O STEM, BA WO) 
>X( ERA, Bb; 限制 在 2。 ERA WO) > X(Q,) 也 是 
IRA, 

WRORARY, 那么 在 定理 的 叙述 中 Q6 可 以 等 于 0， 
6.4 定理 6.2ITII 的 证 明 如 果 mp>n>(m—ijp FEB OO<A< 
(m—n) /p, 那么 就 存在 一 个 u, A<p<m—(n/p). HQ) 是 有 
界 的 , 由 定理 1.31 -我们 知道 娱 入 Co (D) 0 (Go) 是 紧 的 . 应 
用 定理 S. 4 和 限制 算 子 AW? (Q) 2 O* (2) > 0" (20). FG 
附注 6.3(1) 可 知 对 于 j=0 嵌 入 (8) 是 紧 的 . 

如 果 mp>n, 设 六 是 满足 条 件 (m— j*) p> n> (m— j*- Dp 
的 非 负 整数 , 那么 我 们 就 可 以 得 到 一 个 修 人 品 : 

W™?(Q)>W"5"8(2)->0" (9) >0 o), (9) 
其 中 0<p<m—j*— (n/p). HEFL. 31 知道 (9) 式 中 最 后 一 个 
PRA FESR AN. GCE, 对 j 二 0 岁入 (7) 是 紧 的 . 

6.5 ”定理 6.2 有 的 证 明 如 附注 6.3(4) 所 指明 的 ， 可 以 假设 Qo 
具有 锥 性 质 ， 又 由 于 9 是 有 界 的 ， 由 定理 4.89。 可 以 表示 为 下 


RAR 和 : Q= U2, 其 中 每 个 2 有 强 局 部 Lipschitz 性 质 . 
b=1 


如 果 mp>n 那么 W™?(Q)>W™(Q,)->C (2,), 上面 已 经 证 明 
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TG MRAZER A, Aue W(Q) 中 的 一 个 有 界 序 列 ， 
我 们 可 以 (对 进行 有 限 归 纳 ) 从 中 抽出 一 个 子 序列 {ww}， 对 每 个 
KASKK<M), (ui }7E ,上 的 限制 在 0O(8,) EI. BB Au} 
就 在 C3(2o0 上 收敛 ， 这 就 对 j 二 0 证 明了 嵌入 (5) 是 紧 的 。 由 附 
TE 6. 3(3) AT RRA (6) ER A, 

6.6 3 引 理 ROR PH—-TER, 2. BQOH—-PFER, 26 
是 00 与 R" 中 维 超 平面 的 交 (1<k<n)， 设 对 于 1<q;<gqo 并 
ARA 


W™(Q)>Le(Q3), (10) 

W™?(Q)>L (Q5). (11) 
LRRAODERH. E a<a<qo BARA 

W™?(Q)>L(Q4) (12) 


(存在 并 且 ) 是 紧 的 . 
证 明 令 4=gi(go 一 DD/9(go 一 1) 并 且 4=qol(q 一 1)/9(qo 一 90). 显 
FRA>0, 4 之 0. 利用 Holder 不 等 式 和 人 嵌入 (10), 对 任意 vew™(Q) 
存在 一 个 常数 天 使 : 
Julo aa Shuli, aa lula, eas 
<K [ult a 0%) h, po (13) 
车 {wi} 是 W (Q) ARPS, 由 于 嵌入 (11) 是 紧 的 ,所 以 存在 
一 个 收 化 的 子 序列 {wi}， 它 也 就 是 Ln(05) 中 的 一 个 Cauchy 序 
列 ， 由 (3) 可 知 tw 也 是 了 (0Q$) 中 的 Cauchy 序列 ， 因 而 嵌入 
(12) EEH, 
6.7 定理 6.2T 的 证 明 首先 我 们 对 7=0 的 情况 讨论 做 入 (3)， 
暂时 设 £=%, 9 一 922/ 一 思念 ,由 引 理 6. 6 我 们 知道 为 了 证 明 嵌 入 
W™?(Q)>L9(29), 1<9<q (14) 
是 紧 的 , 只 和 需要 对 g=1 证 明 幅 入 (14) 是 紧 的 .对 j= 二 1, 2,3, … 令 
Qj= {wE Qq:dist (x, bdry 2) >2/ 5}. 
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设 $ 是 在 卫 "?(9) 中 有 界 的 函数 集合 , RIRH S CHR IE 2。 
上 ) 满 足 定理 2. 21 的 条 件 以 说 明 8 在 与 (9o 中 是 准 紧 的 . 设 给 定 
2>0, 对 每 个 wEW™ (Q) 


TO zE, 

”lo jeti 

由 Holder 不 等 式 和 嵌入 W (ML), RNA 
js 和 Per 和 


KK lula, s [VORA] aE 
其 中 五; 不 依赖 于 w 由 于 OQ, HARK, 可 以 选取 j 足够 大 使 
得 对 每 个 UES, 

|, lule) lde<e, 
并 且 对 每 个 &ER"， 

Í, „ beet) —ã (x) |de<e/2. (15) 
#4 |h| <1/j, SER; OSt<1 Mi w+ thE Q,;, 如 果 wEC" (2) ,可 以 
推出 
[er 及 -walaa<| ef’ EE ag 


<lalfiaf gradut) dy 
<lh] lelia <Rolhllulnso (16) 
这 里 Ks ERRATUM, MFO (OE WO) hM, (16) 式 
对 于 weW"? (0) BÆR. AEREA EEAS), (16) 
可 得 
| |i (a-+h) i) |da<e. 
由 定理 2.21, STEL (ON BRAG, 那么 嵌入 (14) 就 是 紧 的 . 


. 176$ 


OTP RR hn, D1, FERA lrg, nmr 
E, 令 ? 是 比 mr 小 的 最 大 整数 , sHhr/(n—mr), g=nr/ (n= mt). 
由 二 我 们 可 以 假设 Oo BA EEA, RASE 5. 19 证 明 中 的 不 
等 式 (35) (36) 可 得 

lulo, os SK helo, 5,04 
SK luli aai lula, 
Esl g ahul m2, 0; (17) 

这 里 A=n(mr—v)/mr(n—v) HE OO<A<1, PHAR Ks, Ky, Ks 
ARF u, 注意 1 过 9 过 qo. 我 们 已 经 证 明了 如 果 { 人 是 W) 
中 的 一 个 有 界 序列 , 一 定 可 以 抽出 一 个 在 到 (8989 中 政 敛 的 子 序列 
{ui}. BADRUL (2G) HEA Cauchy FA, HERA 
W™(QJ>L' (QD 是 紧 的 ， 由 引 理 6.6 可 知 : 对 1<gq<kp 
/(n—mpy RAWO SLAVER. 

最 后 , 假设 p=1, 0<n—m<k<n. WA n—-m+1i<k<r, W 

此 2<m<n. ARS. 4 有 嵌入 WV  (Q)2W (QD), 其 中 7 一 
n/(n—1)>1. MEHRI 明 对 F kzn (m—1)>n— (m—1)r 
mA WE (0) D'(04) ERA, XR LASE RIK A (3) 紧 性 
的 证 明 . 

下 面 我 们 接着 证 明 杠 人 人 (4) 的 紧 性 , 如 果 n=mp, pol, i<g 

co， 我 们 可 以 选取 7 使 得 1<r<p, k>n—mr>0, kr] (n 一 m7) 
>q. 仍然 假设 Q, 上 共有 锥 性 质 , RITS 

Wm? (2) >W™ (2) > £1(.24). (18) 

在 (3) 中 已 经 证 明 (18) 中 后 面 一 个 上 戏 入 是 紧 的 ， 如 果 p=, n= 
m2, AR r=n/(n—1)>1, TÆ n= (n—1l)r, 对 1< 我 
们 有 

WO >W"™ 5 (0 )—> LL COK), 
像 (18) 的 证 明 一 样 可 证 上 式 后 面 的 丛 入 是 紧 的 ， 最 后 , HF em 
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=p=1, PAUR k=1. FBR go>1， 完 全 按照 上 面 考虑 的 (3) 
A k=n 的 情形 ， 我 们 可 以 证 明 W) LO) Re. A 
为 当 Ixo, Wh (2) (Q.), EHS [EE 6. 6， 所 有 这 些 嵌 人 
是 紧 的 . E 

6.8 读者 可 以 发 现 ， 将 定理 6,2 推广 到 定理 5. 35 一 5. 37 中 给 出 
KAEA HÉ, 


两 个 反例 
6.9 从 Rellich-Kondrachov 定理 6. 2 的 叙述 中 产生 两 个 非常 
明显 的 问题 ， 第 一 个 问题 是 定理 能 不 能 推广 到 区 域 Qo BAM 
情况 ? 
第 二 个 问题 是 “极端 情况 ” 
Wima (Q)>WI AS), 0<n—mp<k<n, 


q=kp/ (n— mp) (19) 
和 
Wima QO) = mp>n>(m—1)p, 
A=m— (n/p) (20) 
是 不 是 紧 的 ? 


第 一 个 问题 将 在 这 一 章 的 后 面 研 究 ， 目 前 我 们 至 少 对 %=% 
的 情况 可 以 确切 地 给 以 否定 的 回答 , 除 掉 介 。 是 拟 有 界 的 情况 , 即 
除 掉 492。 满足 
lim dist (x, bdry (20) =0 


[a [ree 
的 情况 . 
6.10 A 设 2 是 及 "中 无 界 区 域 , 而 且 2 不 是 拟 有 界 的 ， 那 么 就 
存在 由 只 中 相互 分 离 的 开 球 组 成 的 序列 { 五 }， 这 些 开 球 有 相同 的 
正 的 半径 ， 设 @;€CF(B)), 并 且 设 Ipile n,e, =Ar,s>0 k=0, 1, 
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2, …; p14 p: Ep 的 一 个 使 p; 的 支 集 在 B: 中 的 平移 .那么 
显然 对 于 任何 国定 的 万 m; p, (6) 是 空间 WiO 中 的 有 界 
E .但 是 对 于 任意 一 个 g 

i— galjr,o= LG) ,s+ lorla n] ?=2" "4,>0, 
FADE ip ZEW? (Q) 中 不 能 有 收敛 的 子 序 列 . Big hk AW 8 *™ 702) 
王 开 ix(0) 不 可 能 是 紧 的 ， 定 理 6.2 SEAR AMER ERT ELE 
地 证 明 . E a 
下 面 我 们 说 明 ，6. 9 节 中 提出 的 第 二 个 问题 ， 其 答案 总 是 否 
6.1L 例 设 吕 是 RR" 中 任意 一 个 区 域 , 2 是 如 的 任 一 有 界 子 区 
$e, QF FE Rp k AES 2 的 交 , 比如 (不 失 一 般 性 ) 可 以 认 
Dalle k Se RB SET AL MA BH xy za oe, 所 张 成 的 ， 设 te az 二 
4 中 的 相 异 点 列 , (ri, rt (0 之 7; 志 1) 是 一 个 数列 并且 上 共有 下 
面 性 质 , B,,(a;) = (#ER"*: |r—a; | <7;} Co B, (a) 互 不 相交 . 

it ECT (B: (0)); 并且 满足 下 面条 件 : 

G) 对 每 个 非 负 正 数 六 每 个 实数 9 之 1 及 每 个 4%(1<k<<n) 我 
们 有 


ld |a oR: = Id lhe, RENB CO) 


1/4 
-| > | Deg lost ne, (0 | = Aj, > 0. 


Gi) 存在 一 个 a€B,(0), a40, 对 每 个 非 负 的 整数 
|D} ¢ (a) | =B,>0. (21) 
固定 pl 及 整数 J> 和 整数 m 之 1， 对 每 一 个 整数 i 今 
$ (2) =r} ((@—a,) /70). 
BAR JEC? (B, (a;)), 通过 简单 的 计算 可 得 
CAE =r "M/A ge (22) 


。 IJ79 ， 


如 果 hSjt+m MODAK r <1 可 以 推出 
1p; la p R SAn, p,n 
Hm gE 开关 ”CO) 中 的 一 个 有 界 序 列 . 
假设 mp<n, n—mp<k<n, W 9 一] 一 不 功 ， 我 们 从 (22) 
式 可 得 到 
LARE CALNE dat KAS 
由 于 函数 人 98;} 的 支 集 是 两 两 不 相交 的 , 我 们 有 
Ibi —ballije,ak2=2'“4A; a, >0, 
HoE WCD PRATER, BARA Ha 
能 是 紧 的 . 
男 一 方面 , Kmp>n>(m—1)p, A=m—(n/ p), 4b; =4;+7,0, 
由 (21) 式 得 
LIDi p:i: | =r P Dig (a) |=7B;>0. 
& ¢,=a;+ar,/|a|, mR c;EbdryB,(a) 并 且 18; 一 6;|= 
(一 lasl)7;， 又 由 于 (14 的 支 集 是 两 两 不 相交 的 ， 
1$;— pr CACO) | 
| D°(¢,(2)—¢,(2)) — D (h: 0 —¢,(y)) | 


>max sup 


lal=Jj ZED, Ja—y|* 
> [Di ¢; (6;) —Did,() 一 DY $;(e;) +Di ¢,(e;) | 
|b;—e,;|* 
___ Bi 
“aja?” 


HEA FESS fi] OC RANT REA K TERA BNA (20) 
不 可 能 是 紧 的 . E 


We? (2) ARE RRA 
6.12 设 人 是 R* 中 的 一 个 无 界 区 域 , 我 们 将 考查 下 面 给 定 的 嵌 人 
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Wy?(Q)>L*(Q) (23) 
是 不 是 紧 的 ， 如 果 (23) 是 紧 的 ， 那 由 附注 6. 3(2) 4 6. 7 节 第 二 段 
可 以 推出 嵌入 | 
W3r™?(Q)>Wis (Q), 0<n—mp<kcn, p<q<kp/(n—mp), 
和 E 
W37™?(Q)>W59(Q"), n= mp, 1<k<n, p<q<oo 
在 例 6. 10 中 我 们 已 经 指出 除去 Q NAR ZIMA (23) 
不 可 能 是 紧 的 ， 我 们 在 定理 6. 13 中 对 2 给 出 一 个 几何 条 件 , 它 充 
分 保证 颈 入 (23) 是 紧 的 ， 在 定理 6. 16 中 我 们 对 (23) 的 紧 性 给 出 
一 个 充分 必要 的 分 析 条 件 ， 这 两 个 定理 来 源 于 Adams CHE, 
S ,表示 集合 {XE8:1x| 宇 7}， 在 下 面 讨论 中 所 涉及 的 任 
意 的 立方 体 五 的 表面 都 平行 于 坐标 平面 . 
6.13 定理 令 v 是 一 整数 ， 满足 1 三 vw，mp>>v (RF p=m 
=v=1). IHEM e>0, 存在 两 个 数 和 7 H 0<h<1,7 之 0 
使 对 每 一 个 边 长 为 h BO, 的 交 非 空 的 立方 体 瑟 ER" 有 
Un- (H, Q)/h Ehle, 


其 中 un (H, Q) 是 五 ~ 人 EHHA (2 一 四- 维 表面 上 投影 
P(H~ 2) eA (Bl (n— v) - Ea BE), 则 嵌入 (23) 是 紧 的 . 
6.14 上 面 的 定理 指出 对 给 定 的 拟 有 界 区 域 A RA (23) 的 紧 性 
从 本 质 上 看 依赖 区 域 边界 bdryQ 的 维 数 ， 我 们 考虑 v=1， v=n 
两 种 极端 情况 ， 对 于 v=n 定理 对 侣 所 加 的 条 件 就 是 人 拟 有 界 性 
这 个 最 小 限制 ， 因 此 如 果 mp>n, WRA(23) 对 任意 所 有 界 的 如 
是 紧 的 ， 如 果 >L, 如 是 拟 有 界 区 域 而 且 其 边界 由 没有 有 限 聚 点 
POPSET, ATLA RA mp>n ZIKA (23) 不 可 能 是 
FH. 
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如 果 v 二 1 定理 6. 13 的 条 件 
对 mm，2? 没有 要 求 ， 但 是 要 求 边 Ke Wy 为 
界 bdryQ “实质 上 是 一 1 维 的 ”. 和 
任意 边界 是 由 适当 规则 的 n 一 1 
维 曲面 组 成 的 拟 有 界 区 域 ， 是 满 
足 此 条 件 的 ， 例 如 在 R 中 一 个 
ARR HER ( 见 图 5) 就 是 这 LAN iD y 
样 的 区 域 , 它 是 由 了 R: PERAS, M 从 
(k=1, 2…) 得 到 的 ， 图 5 “WARDER 

S,={Cr, 0: rk, 0 =na/2*, n=1, 2, =, 2t}. 

注意 这 个 区 域 虽然 是 拟 有 界 的 , 但 是 它 是 单 连 通 的 , 此 区 域 的 外 部 
是 空 的 ， 一 般 地 , Mo» 是 比 mp 小 的 最 大 整数 ， 定 理 6. 13 中 的 
条 件 要 求 在 某 种 意义 上 , 只 的 边界 的 至 少 % 一 " 维 的 部 分 界 住 一 个 
拟 有 界 区 域 . 
6.15 ARR hw KRHA 的 正方 体 , PLATE, ot 
给 定 的 m, p 我 们 定义 在 07H) EMER I: 

Tan) = D) |ulh = D neef | Dru(2)| Pde. 


I<jam 1<lalcm 
RMA CH, E) RRE EA HH “(m—p)-RR", CCH, E) 
是 这 样 定义 的 : 
OH, B)= ing Terk 


UCC? (H.E) luli, p,H 

其 中 C CH, BE) MAR CCH) 中 在 吾 的 一 个 邻 域 等 于 零 的 函数 % 
组 成 的 集合 ， 显 然 OCH, E)<O0™ (H, E), 并 且 对 于 BCFC 
AA C™? (CH, BE)<C™?(H, F). 

定理 6.13 可 以 简化 为 下 面 定理 的 形式 ， 此 定理 利用 区 域 的 
“(m— p)- FEAR” i ARR A (23) SRE SR TE, 
6.16 定理 WA 23) 是 紧 的 充分 必要 条 件 是 只 满足 下 面条 
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fF: 对 任 给 e>0 存在 AI, 7 之 0 EEDA h AWK, FO, 
交 是 非 空 的 1 IETS fk A EK 

C™?(H, H~0)>hr/e. 
(显然 这 个 条 件 包括 了 人 是 一 个 拟 有 界 区 域 .) 
6.17 3 引 理 对 任意 以 % 为 边 长 的 % 维 -正方 体 且 RA ER 
个 体积 为 正 的 可 测 子 集 4，, 和 任意 的 wEC'(EH) 存 在 一 个 常数 区 = 
K (n, Pp) 使 下 面 不 等 式 成 并 : 


22 *h" 


Juli, p a <m volA jul pat KE “| gradu? .P, He (24) 


oor 
证 明 4 SA, c=(p, OEM, Relo, 9) 是 以 3 为 原点 的 球 极 坐 
标 , 其 中 体积 元 由 dz 二 w(8$)p" dodh, HAAR o=), 
PEE 表示 , BR SSN nh AY 


ua=uly) + | ur, ġ)dr, 
利用 Hölder 不 等 式 


| udr utg) [rh + 2 MEZE bdr |" de 


f(s) 
<k uly) | ob dd pr? ?dp 
x “I |gradu(r, d) |?dr 


<2?" h" | u(y) ees 


g nh)" | aes) as. 


ALARA KFY BUD 用 引 5. 17 A 
(volA) |u]? s27 M" [ule at KAM | lgradu(z)17az 

HUE SRS (24) KO 

6.18 定理 6.16 的 证 明 (SAH) 设 人 不 满足 定理 中 所 叙述 

的 条 件 ， 那 么 就 存在 一 个 有 限 的 常数 ,一 1/e， 使 得 对 每 一 个 
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《0<24< 和 Il 都 可 以 找到 一 个 边 长 为 于 的 正方 体 序列 { 吾 起 ，{ 石 站 中 
的 正方 体 与 都 是 相交 的 , 而 且 它们 之 间 是 两 两 不 相交 的 ; 满足 
C™? (Hj, Hj~2)<K h. 
由 “mr 一 Pp- 容 量 ” 的 定义 可 知 对 于 每 一 个 且 ; 存 在 uco (Hi; 
Him QER ulir =" [gradus NSK, AY 并 且 ulm; 
SKA), & A= {CH3 jua). 由 引 理 6. 17 可 得 


2271h" volA; KK 
< i 1 Bat P O 
Wo 2 vols” 


由 上 式 可 得 vold; SKi”, RINEN A EAE Kh <T, BRE 
vola; <Š volH;. 在 C3 (Hs) HMB w EE H 的 子 集 8 
(Ss 的 体积 不 小 于 H MEE wC) =1, 并 满足 


sup max sup [Dew j(£)| =K, <. 


la'im TEH 


那么 vy=uswECSTsN OCO) 并 且 在 SNA) 上 
Josta) Sh, SAA) 的 体积 不 小 于 大 /3, Kelo: ior > 
如 /3.2?， 另 一 方面 ,如 果 |a|, |Bl<m, 

| tp) le Dios) lds KEK, (2), 


Auli {oe W0?(2) PHARTI. HTAR o 的 支 集 是 相互 

不 交 的 , 则 有 12; 一 ?2418,s,o 之 2 如 /3.2? AMRA (23) 不 可 能 是 
《充分 性 ) 现在 我 们 假设 只 满足 定理 中 叙述 的 条 件 ， 对 任 给 

的 e>0 都 可 以 找到 0, AK1 使 每 一 个 边 长 为 有 与 ;相交 的 

正方 体 有 C™?(H, 右 ~~ 日 ) 之 h?/e?， 那 么 对 每 个 函数 wEC3(Q) 我 

们 可 得 

。184 。 


Jul? onler / RPT I? (a) Ke? luh? s,m 
由 于 O, 的 某 一 邻 域 可 以 分 割 成 这 样 一 些 正方 体 。 由 上 式 的 和 可 
得 
S se. 

那么 由 定理 2. 22 和 6. 3 立刻 可 以 推出 WE CO) Hite EA AR 
8S 在 Lr(Q) 中 是 准 紧 的 . tl 
6.19 引 理 对 R* 中 边 长 为 的 任意 正方 体 及 ， 存 在 一 个 不 依 
赖 于 广 的 常数 玉 对 每 一 个 满足 2 过 9 过 np/(n 一 mp) 的 g Gane n= 
MP, PILL; 如 果 n<mp, PSO) RIE ul" (A) 有 下 面 不 
等 式 成 立 

Julon cE Bo Beene Deal gal (25) 


证 明 RNTURRA MOEA, DESH 
中 心 、 边 长 为 章 位 的 正方 体 ， 对 于 五 由 Sobolev 嵌入 定理 ， 不 等 
式 (25) 是 成 立 的 ， 对 于 和 锤 一 个 weE0™( 五 ) 我 们 对 应 地 定义 一 个 
BEC" (H),i(y)=ulz), Hp e=hy. AA 
1/4 1/p 

rw rar <r E faoa”, 
由 自 变量 的 代 换 可 得 

prai] ju(e)|tdel < 5 wernt | Deuce), raz 


lalam 


L/P 


由 此 即 得 (25) 式 . 午 
6.20 3 引 理 假设 mp>n( 或 者 m=p=n=1), 那么 对 R" 中 任意 
边 长 为 ERR, 及 OC"( 五 ) 中 在 瑟 内 某 一 点 的 邻 域 内 等 于 
零 的 函数 入 ,存在 一 个 常数 玉环 (m,p,1) 满 足 

ald ow KIM? (u). 
证 明 ”这 个 证 明 与 引 理 5. 15 EA AA, BER p<n< 
mp, 《Pp;$) 表 示 中 心 在 点 9 RAR, IBA 
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up, 6)—) uct, dat. 


如 果 n>(m—1)p, 4 g=np/(n—mptp), RE G>n. HAMAR 
我 们 令 >n 是 任意 的 ， 若 (p, $)EH, 由 Holder 不 等 式 可 得 


lulo, p) PIS nh)" ‘| MEZE ġ)| tr-idt 


Sih a} 
x i] t(D /Dat 


0 


Eg | | gs | dt, 


LA m—1 RE m Fl] AS [FB 6. 19 可 以 推出 
jal bse K h| |gradu(r) | ‘dx 


<K ht >) [Dru], 


lal=1 


/2 
SEHE E Matuta. 00) 


lal=1 (lf |<m-1 


进一步 应 用 Holder 不 等 式 得 


Jule p a< lul 3 a (vol H)? 


SK S, WD ul bo = KIC). 


t<lyv ism 


对 于 了 >>n( 或 者 了 =%n 一 1) 可 以 由 (26) 式 取 9 一 2 直接 得 到 引 理 的 
结 
luli, paS KI SKIH” u). ff 

6.21 Æ 6.13 的 证 明 设 且 是 具有 下 面 性 质 的 正方 体 , 对 mp 
>v (XK m=p=v=1) pn-,(H，99) /hr 之 hr?Je. 设 P 是 定理 中 所 
斤 述 的 最 大 投影 ,如 ==P(H~Q)。 不 类 一 般 性 , RITES E 
的 且 的 (wn 一 ») 维 表面 了 是 平行 于 坐标 平面 2,44,…, xm 的， 对 于 如 
中 的 每 个 点 #= Co", a”), SEM w= a E), 2" = (Gas, t Ca), 
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DH," 表示 具有 下 面 性 质 的 边 长 为 h 的 »- 维 立方 体 , 它 是 过 点 7 
HATH» 维 平面 与 女 的 交 .。 由 也 的 定义 我 们 知道 存在 一 个 
YEH ~Q, mP uE (A, H~), 那么 %(0 2)EC (Hat, y), 
Xf uC, 2") by FAS THR 6. 20, 我 们 可 得 


|, lule, s”) ade 


<K, 之 aef » Doula’, a") | Pz’, 
Ae 


1<lal<m 
其 中 K, ARR 4, 2" Rou, 对 上 面 不 等 式 在 马上 积分 , 记 
H! = {xx= (x, s") EH WHEY r”), 
我 们 可 得 到 
[elo paxs SK AR geU SK Le? w). 
再 应 用 引 理 6. 17, 取 A= H' xE, 3X volA=k u, (H, Q). 
这 就 得 
Że u). 
Hn- (H, Q) 
共 中 K, PIKT R 由 此 可 以 推出 


Cmy (H, H~Q) >t) > E 


Jel on <K, 


“eK, 


因此 如 果 吃 满足 定理 6.13 中 的 假设 ， 则 它 满足 定理 6. 16 的 假 
iz. 8 . 

王 面 两 个 关于 插值 的 ?[ 理 使 我 们 能 够 将 定理 6. 13 推广 为 空 
间 砍 ? "到 连续 函数 空间 的 戏 人 ， 
6.22 3 引 理 ik l<p<oofth 0 一 4 委 1， 则 存在 一 个 常数 K= 
K (n, p, 4) 对 任意 wEC3(R") 有 


I-A 
sup lu(2)/<K [ulone] sup MERSIN" | (27) 
TER? zyeRn s—y] 


其 中 A=pu/ (n+ pu). 
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证 明 ”我 们 可 以 设 
{u(x )— u(y) | 


=M . 
|a—y|" <e 


sup|u(z)| =N >0, sup 
A e 满足 0<e<N/2, MEENA MER" 使 ju(x0) | 之 入 一 Ee 之 
N/2, WPS APA TER”, ulr) ulr) /1xo 一 2|* 夺 下, 因此 对 
i |a—ay|<(N/4AM) Y=?7 ee A FRR: 


jz) | > |e eo) | -M [e—a "> lu) |， 
因此 


eN? n/p 
>K (252) (m) 
由 于 上 式 对 任意 小 的 e>0 成 立 , 所 以 我 们 有 
lulo amt eC? 12-460) N eM R, 
EADAE ESCENA 
6.23 引 理 设 0 古 R" 中 一 个 任意 区 域 , 0<A<u<1, 对 于 任意 
函数 wE0%* (Q) RATA 
Jas O94 (2) 1 3 ju C (QD) p ju; C8" (QD) Ns. (28) 
证 明 4 p=u/A, p'=p/ (p—1), 


4,=|wC(Q)$"", B= sup Í 
misen 


[u(x)—u(y) i 
|r—y|" - i 
A,= f{wC(Q) Hr, B,=sup|u(xr)—uly) |”. 


显然 AtB? = jwi (O)|, BE <2|eyC(Q)|, RNA. 
lu(x)—u(y) | 


0A Oihe OO 
jas C°-* (22) | Iso Ot syp, j2—yl* 


SAA, + Bp, 
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< (AP BAY {AR + BEY 
<p wD) hs CD) DT 
这 就 是 所 要 证 明 的 ， 量 
6. 24 定理 若 9 满 足 定理 6.13 的 条 件 , 则 下 面 的 仍 入 是 紧 的 : 


W oi*™?(Q)-C5(Q), 24 mp>n (29) 
Wit™?(Q) >C ACA), 4 mp>n>(m—1)p 及 
0<A<m— (n/p). (30) 


证 明 ”只 要 对 j==0 的 情况 进行 证 明 即 可 得 定理 的 结论 ， 闭 mp 
n, I JERE (m jpn (m j*—1)p 的 非 负 整数 ， 那 么 
我 们 有 王 面 的 碰 入 串 
W o™?(Q) >W (Q) > 0° (Q) > C(Q), 

其 中 O<a<m— j*— (n/p), an uhi Wo™? (Q) p BY FEF 
列 , BBA {u,} 也 是 COQ) 中 的 有 界 序列 ， 由 定理 6. 13 {a} 有 一 个 
子 序列 {0} 在 ZL?(8) 中 是 收敛 的 ， 利 用 (27) 式 (用 完备 化 的 方法 
(27) 式 也 可 以 应 用 于 函数 4) 可 知 { 坟 } 是 0C() 中 的 Cauchy 序 列 ， 
因而 它 是 收敛 的 、 因 而 对 于 j=0 棚 入 (29) 是 紧 的 ， 此 外 ， 对 于 
mp>n>(m—1) p(B j*=0), O<A<u 由 (28) 式 fw} 是 空间 
O° (0) 中 的 一 个 Cauchy 序列 , 因而 嵌入 (30) 也 是 紧 的 . I 


W (2) 的 一 个 等 价 范 数 


6. 25 PYRITE ACH KIMORA W™ (Q) >L) 是 紧 
的 这 个 问题 与 确定 侣 是 一 个 怎样 的 区 域 , EIER mpo 即 


lmso=! Do Dulino)” 


jaj=m 
实际 是 Wo? (2) BATE Be Ch he Sot FHL «Im, wo) 这 个 问题 有 
密切 的 联系 ， 对 于 任何 有 界 区 域 的 情况 现在 我 们 证 明 上 面 给 出 的 
半 范 数 的 确 是 Wo"? (2) 的 一 个 等 价 范 数 . 
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6.26 一 个 区 域 2ER"， 如 果 它 是 在 两 个 平行 的 超 平面 之 间 我 们 
说 它 有 有 限 宽 ， 设 怠 是 有 有 限 宽 的 区 域 ， 不 失 一 般 性 本 认为 它 是 
在 超 平面 x 二 0 和 x, 一 Q 之 闻 ， 令 X= (zw La), EP T 二 (71 …， 
Zz;-1), 对 任意 的 GECT(Q) 


g= |” Fe’, ods, 


因此 
d 
llino ,a | 16 irae, 
<| daf an 'dz,{" [Dad Cw t) Pdt 
| ae" ah ae) [Dad Ce | 
< (d’/p) lol? po, (31) 
并 且 


Lél? no S lAl a= Ibo 204 Alia SAt d/p) | 办 so， 
对 导数 Ded, |a|<m—1, 连续 地 应 用 上 面 的 不 等 式 , 推出 
1D | mpo 委 | 的 | 5 委 下 | 办 | mo， (32) 
利用 完备 性 ，(32) 式 对 所 有 EWR. EO) BH 
4H Poincare 不 等 式 . 
6.27 R 中 的 无 界 区 域 2, 者 
lim sup dist(x, bdryf2) 一 co， 


ZEN |z|>% 

则 称 名 是 拟 柱 形 的 ， 显 然 任意 一 个 拟 有 界 区 域 正如 同 每 一 个 (无 
界 的 ) 有 限 宽 的 区 域 一 样 也 是 拟 柱 形 的 , 读者 可 以 自己 去 构造 一 个 
反例 证 明 阁 8 不 是 一 个 拟 柱 形 的 区 域 那 么 ||w.s,o SF Wo? (S2) 
的 范 数 是 不 等 价 的 . 下面 的 定理 类 似 于 定理 6. 13. 

6.28 定理 设 存在 满足 下 面条 件 的 常数 K, Bh Fv 0<K<I, 
0< Rw, 0<h 过 00， lx<v<n, 是 一 个 整数 , ><2 或 者 v= 二 p= 1， 
对 于 每 一 个 R" PRAR AH 9a= EA, |x| SR} BARBIE 
正方 体 卫 有 
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Hn-, CH, Q) /h" "SK, 
KH un- (H, 2) 如 定理 6. 13 的 叙述 中 所 定义 的 那样 ， 则 | + | np. 
Ble lnea 是 空间 Wo"? (2) 的 等 价 范 数 ， 
证 明 从 第 6.26 节 讨 论 中 我 们 知道 , 为 了 证 明定 理 的 结论 只 需 对 
F we (2) EA lulos a SEK lulo RA EWKAR GQ. 有 
非 空 交 的 立方 体 ， 由 于 <p (RH v = p= 1) EEE 6. 13 的 证 明 (6. 
21 节 ) 中 已 指出 对 所 有 ECT (H) 
CH, H~Q) Zun- (H, 2) /Kehr ° SKIK, 
K, 不 依赖 于 函数 w。 央 而 
luli p aS (K:/ KMH}? (a) =K lul? pg. (33) 
将 (33) 式 对 包含 Qr 的 某 个 邻 域 的 田 字 形 划 分 中 的 所 有 正方 体 H 
lult ro pSKal Ulf poe (34) 
余下 来 的 是 要 证 明 
Jul 22, S Kalal? oo, 
其 中 Bs = {XER": |s| <R}. ik (po, 6) Ha 及 "中 一 点 Y 的 球 华 标 
(p20, EX), dz= p"'ald)dodd 表示 体积 元 . 对 空间 0™(R") 中 
的 任意 一 个 函数 , 我 们 有 


ulo, $) =ulp+R, 6)—[ Ente, oat, 


所 以 
lulo, $) |?<2?""|ulo+R, $) |? 


t+2r ar d P |gradu(t, $) |i" ‘dé, 
因此 得 
leesa=| o Dagf Two 有 Perao 


.9 了 。 


<o: | olg)ag] lu(p+B |p bR dp 
z 0 
+2rtRe | opdag [gradu (t, 6) |?t" dt. 
I 0 
所 以 由 (34) 对 于 wEC8 (2) 我 们 可 得 
juli pep S27 lulis Bangg t2 R uli, pE 


<2? Hulls oo, 十 22 UR? |u|} pa SKa Jul? go. | 


无 界 区 域 一 一 在 无 穷 远 处 的 衰减 
6. 29 在 我 们 对 某 些 无 界 区 域 建立 伐 人 
W” (a) —>L*(Q) (35) 
的 紧 性 时 , 空间 W (O HERE MWAST SE (在 其 种 推广 
Me LP) RBM, MEW (OQ) CEREAL ER, 
还 留 下 这 样 一 个 问题 ， APA ee A an EE) 
W™?(0) ->L? (Q) (36) 
MFM OER: 或 者 甚至 对 有 界 的 、 相 当 不 规则 的 以 至 不 存 
ERA 
W™?(Q) >L) (37) 
(对 任意 的 >P AKRA RKA (36) ERM 
HEM IMBRQ A ARAB, HET >p RACHE, M67 
PER PA EA LAE DA A (6) HRE {E hE BES. 30 可 
知 对 SP, 2 RA ARAM IH FE RRA (37) BARE 
的 . 
6.30 fl 对 j=1,2,… 令 B Em R" 中 半径 为 7; WIR, IFA 
假设 当 jAK MH BOB, BAR, ig Q= U B;; 可 以 是 有 界 的 
1=1 
也 可 以 是 无 界 的 ， 定义 一 个 函数 序列 {w7) 
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(volB;)~'/?, xEB,, 

“oO=1 0 rt B;, 
GR (uy) FEW"? (2) p EARI, 但 是 当 j 趋 于 无 穷 大 , Wer 
0 怎样 快 , (us) FEL? (2) BP ERA, 因此 矢 入 (30) 不 可 能 是 紧 
的 ，( 注 意 由 定理 6. 13 BRAT Sa Slims = ORT HK A (35) 是 紧 的 . ) 
如 果 吕 和 是 有 界 的 对 任意 >p HRA CTED RE FETE, 
6.31 PEAR A (36) 是 紧 的 无 界 区 域 是 在 在 的 (参看 6. 48 节 ). 
Adams 和 Fournier[3] 给 出 了 这 样 区 域 的 一 个 例子 , 并 且 Adams 
和 Fournier 在 工作 { 约 为 一 般 问 题 的 研究 打下 了 基础 ， 后 一 文章 
的 方法 在 下 一 节 将 要 用 到 ， 首先 我 们 考虑 嵌入 (37) 紧 性 的 必要 条 
件 ， 这 些 条 件 包 括 对 任意 无 界 区 域 在 无 穷 远 处 的 快速 训 减 Ci 
BE 6.40), 在 证 明 中 运用 这 些 技巧 我 们 可 以 得 到 一 个 比 定理 5. 30 
的 说 法 更 强 的 定理 ( 即 定理 6. 36) 和 这 个 断言 的 逆 命 题 (参看 附注 
5, 5(6)), . 

如 果 马 有 有 限 体 积 则 对 1 委 9<2 ARA 

W™? (2) >L A). 

BRA (36) 紧 性 的 充分 条 件 将 在 定理 6.47 中 给 出 ， 这 个 条 件 
可 应 用 到 很 多 有 界 和 无 界 的 区 域 ， 可 用 到 Rellich-Kondachov 
定理 及 其 推广 所 不 能 用 的 区 域 ( 即 指数 尖 点 一 一 参看 例 6. 49), 
6.32 设 T 是 由 边 长 为 的 闭 %- 正 方 体 组 成 的 R" 的 一 个 田 字 形 
划分 , 车 吾 是 中 的 一 个 正方 体 ， 用 入 ( 吾 ) 表 示 以 3k- 为 边 长 与 H 
有 相 辐 中 心 的 正方 体 ， 其 表面 与 五 的 表面 平行 。 称 入 (HH) 为 卫 的 
48%. GEAR N(CH) dt Tp? 个 与 五 相交 的 正方 体 的 并 , 将 

F(A) =N(A)~H 

称 为 鼠 的 边框 ， 

设 吕 是 R" 中 的 一 个 区 域 ,了 是 上 面 给 定 的 田 字 形 划分 , 设 4>(0. 
如 果 工 中 的 正方 体 五 满足 . 
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H(AN OQ) >A (F (WN), 

则 称 及 是 -丰满 的 (关于 区 域 介 ), 这 里 上 表示 R" 中 的 n 维 Lebesgue 
测度 (为 了 记 法 的 简单 我 们 用 4 代 状 “vol”， 在 下 面 的 讨论 中 这 个 
记号 多 次 用 到 . ) 如 果 五 不 是 4- 丰 满 的 则 称 五 为 4- 窄 小 的 . 
6.33 定理 ”假设 存在 一 个 紧 嵌 入 

W™?(Q)>L7(Q), (38) 
其 中 gep. MISHERA) ADO 和 R" 的 任意 一 个 由 固定 边 长 的 正方 
体 组 成 的 田 字形 划分 T, RAAR A 4- 丰 满 的 正方 体 . 
证 明 ”车 定理 不 成 立 , 则 对 每 个 4>>0 存 在 R" 的 边 长 为 的 正方 体 
组 成 的 田 字形 划分 , 它 包含 有 一 个 丰满 的 正方 体 序列 {H)}3-1. 
如 有 必要 ， 抽 取 子 序列 ， 我 们 总 可 以 假设 N(H;) NN (A, =$, 
jzk 对 每 一 个 j 存 在 一 个 具有 下 面 性 质 的 函数 $jEC? (N (H;)) 
G) | 6(2)|<1, 对 所 有 LER", 
Gi) $;(2)=1, 如 果 zEH; 
Gii) |D°6;(z)|<M, WHA cER" 及 0<<|a|<<m， 
其 中 M=M(n, m, h) 是 与 ) 无关 的 常数 ， 令 录 =c;6;， 共 中 正常 
数 c; 根据 下 面条 件 选取 : 


pias.o>05] ,12) ds= csp NA) =1. 
然而 因为 五; 是 A-F 
ivili S f 


[Dg,(7x) la 
O<Slaicm NCH jD f 
<Mchu (N (HANN) 
<Mchu (HN Q)[14+ A/A] 
= M*(1+ A/a) ees, 
而 HCA; 2) <u Hk, k 0; 之 hr "4， 又 由 于 p—q<0, 
由 上 式 可 得 {yi;} 是 W) 中 的 有 界 集 . 又 因为 函数 y; 的 


+1944 


XB AEH, {bs} ELO) 中 不 可 能 是 准 紧 的 ， 这 就 
与 嵌入 38) 的 紧 性 产生 了 矛盾. 因此 全 只 能 有 有 限 个 AERE 
方 体 . I 
6.34 推论 设 对 革 个 g>>p 柑 入 (38) 是 存在 的 . 若 了 是 边 长 为 
的 正方 体 组 成 的 RR” 的 一 个 田 字 形 划分 ， 如 果 给 定 的 4 二 0 则 存 
在 一 个 e>0 使 得 对 所 有 了 中 4- 丰 满 的 吾 满 足 x IQ) Se 
证 明 若 不 然则 存在 4- 丰 满 的 正方 体 序列 {H;}， milime (HN 2) 
=0, 如 果 ci 如 上 面 证 明 中 所 定义 的 那样 ， 我 们 有 lim Cj 二 co， 
由 于 p<g, 则 limjyslmz.a=0， 又 因 在 空间 (9) 中 9) 与 0 的 
距离 是 大 于 1 的 , 这 就 与 嵌入 (38) 的 连续 性 矛盾 ， 国 
6.35 ”让 我 们 进一步 考查 上 面 推论 所 包含 的 意思 ， 如果 对 某 个 
g>P RA (38) 存在 则 下 面 两 个 结论 中 必 有 一 个 成 立 . 

(a) 存在 及 "中 的 由 固定 边 长 的 正方 体 组 成 的 及" 的 田 字形 划 
分 了 和 e>0 使 对 了 中 无 穷 多 个 妃 满 足 

“HNA Se. 

(6) 对 任意 4>0 及 对 任意 由 固定 边 长 的 正方 体 组 成 的 R" 的 
田 字 形 划 分 T,T 了 中 仅 包含 有 限 个 4- 丰 满 的 正方 体 . 

我 们 将 在 定理 .6. 37 中 证 明 结论 OAS TOA A MA KH. 
由 定理 5. 30 因而 (0) 与 对 >p RA (38) TE A, OH 
i AE (@) ORB SN A Al ACB u ({@e QIN <[z|<N+ HR 
趋向 于 零 .所 以 我 们 证 明了 下 面 比 定理 5. 30 更 强 的 定理 . 
6. 36 定理 设 人 是 R" 中 的 一 个 无 界 区 域 ,满足 条 件 

lim sup vol{#eQ:N<|a]|<N+1}=0. 


则 对 任意 的 8 二 p, HA 38) 是 不 存在 的 . 
6.37 定理 假设 伺 入 (38) H FEA pEr. WAAR 
的 体积 , 
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证 明 设 T 是 由 边 长 为 1 的 立方 体 组 成 的 R 的 田 字 形 划 分 ， 取 
4 二 1/[2(3* 一 1)]. 令 P 是 7 中 有 限 个 4- 丰满 的 正方 体 的 和 ， 显 
BE (PN Q)<u(P) <0, RHR A-A PHILA KK. LER, 
是 包含 在 边框 了 F(H) 中 3 一 1 个 正方 体 中 的 一 个 且 使 BHA) 82) 
为 最 大 .因此 

ND) <A FAD NG) <A" Du: NA) 


=u (ENA). 
如 果 H, 也 是 4- 罕 小 的 , 我 们 可 以 选取 MET, HCF (H) 使 得 
BN 2) <u NA). 


假设 可 以 用 上 面 方法 得 到 一 个 无 限 ARETE RRS (H, H, 
Hy} BA 
BN 2) STHHNG << 1/2!) eI NQ) 
<1/23 

对 任意 的 了 REAA uO) <u) <1), Bade aU 2) 
=0, FAP. 表示 可 以 构造 成 无 穷 序列 的 1- 窗 小 的 正方 体 HETH 
并 ,于 是 有 1(P.N 0) =0, 

S P; 表示 人 中 具有 下 面 性 质 的 4- 窄 小 的 正方 体 互 的 并 ; 由 
H 出 发 用 上 面 的 方法 得 到 的 菜 个 序列 终止 于 第 j 步 ( 即 五 ; 是 4- 
丰满 的 )， 任 何 特定 的 4- 丰满 的 正方 体 E 只 有 HUS TUK 
为 27 十 1, 中 心 在 A! 中 的 正方 体 时 ， 才 能 作为 由 及 开始 的 序列 的 
末尾 Hs, Hit, #6 Ps 中 正方 体 以 R 为 其 序列 的 第 了 个 元 素 H; 
的 个 数 最 多 是 (2j 十 1)" 个 , 那么 

(PNDQ)= > LHND) 


ECP; 
<(1/2) 3 u(HiNQ) 
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<[(@j+1)"/24) 9 uN Q) 


H'EP 


=[@jt+1)*/2"]u(PN 2), 


BESS (PNQ Ko, 出 于 R =PUP UP UP, BIA 
u(Q)<e. E 
假设 l<a<p, WE vol <o, 那么 由 定理 2. 8 FARA 
W™P(Q)>Li(Q) (39) 
是 存在 的 ， 下 面 我 们 证 明 其 逆 命 题 . 
6.38 定理 ”假设 对 某 一 对 2 g, 1 委 9<<2 BRA (39) EN, 则 
2 有 有 限 的 体积 . 
WEBA 设 巴 4 与 前 面 定理 证 明 引 入 的 了 ，4 意义 一 样 ， 这 里 仍然 
用 己 表 下 中 4- 丰满 的 正方 体 的 并 ， 如 果 我 们 能 够 证 明 uPAR) 
是 有 限 的 ， 那 么 由 前 面 定理 证 明 中 同样 的 推导 可 知 YolQ 是 有 限 
的 . 
FERN MR Eu CPN 2) ETRA. 那么 就 存在 序列 {H)) ,*,， 
五 ;是 了 中 4- 丰 满 的 正方 体 , MEADS u(ANQH=o, 以 工 表示 
7=1 
了 中 所 有 正方 体 的 中 心 组 成 的 点 阵 ， 我 们 可 以 将 工分 为 3 个子 点 
BEL PA 1 使 每 个 子 点 阵 中 点 的 坐标 在 每 个 坐标 方向 上 都 以 3 为 
Fa. ATEA i MT 表示 人 工 中 中 心 在 工 ; 中 的 正方 体 组 成 的 集 
合 ， 因 而 必然 存在 某 一 个 i 使 得 ”2 4(HN 9Q)=co， 因 此 


-FRR HET; 
RMA AR ik Ae As} EA R H MEA T, 中 ， 因 此 
NCA) ONC AD EA EB, 
取 整 数 j 使 得 
2 委 > a (HEN Q) <A. 


j=1 
Be ;就 是 在 证 明定 理 6. 33 中 引进 的 d > 
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pi(zy=2-17'S $7). 


由 于 6; 的 支 集 是 分 离 的 , 正方 体 H; 是 1- 丰满 的 , HEF || <m 我 
们 有 


[Depilin =| DA) Pde 
j=1° 9 


HM SuN HNA) 


j=l 


<M 1/4) Su NA) 


1=1 
<2M° (1+ (1/4)). 
另 一 方面 
Ipag 22 (H;N Q) 2 1, 


1=1 
这 样 定义 了 jo v 之 后 , 我们 可 以 进一步 用 归纳 法 引进 jo Jae A 
Po, Ys, oe 
2< E ws) <2" 


了 = 了-1 
parut SY gla). 
象 上 面 一 样 对 |&| Sm 我 们 有 
ID pil. o.0<(2/#) Mr(1+ (1/A)), 
ldehb a o ZEND (1 [hey 3842。 
因此 p= Soy, 是 属于 空间 WO) 的 但 是 不 属于 空间 L(A), 


这 与 39) 矛盾， 因此 4 ON 2) <co, 这 就 是 所 要 证 的 ， 国 
6. 39 MRR op FERRA (88), REZEN T A W 
积 是 有 限 的 。 实际 上 正如 我 们 下 面 要 证 明 的 ， 更 重要 的 是 : 当 
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Rookt wwe 2: |r| >RP URR BE TS. 
MR Ove RY SBMS EG AL iH, 我 们 以 明显 
的 方式 将 邻 域 , 边框 的 记号 推广 到 g: 
NQ) SUN), F(Q) =N(Q)~@. 


给 定 6>0， 令 4=6/3"(1+6)， 如 果 @ 中 所 有 的 正方 体 甩 是 
4- 窗 小 的 则 @ 本 身 在 下 面 意义 下 是 6- 罕 小 的 
uN 2) Sou(F (0) N 9). (40) 
为 了 看 清 这 一 点 , 注意 当 互 跑 过 包含 @ 的 诸 正 方 体 时 ， 了 ( 妃 ) 最 多 
ENO 覆盖 3" 次 ， 因 此 
BQN Q)= HNO AS FH) NA) 


Hco acg 

<3" pn N (ON 2) =3 Au NAH (F(Q)N2Q)] 
由 上 式 移 项 (因为 4( 人 2) 二 oc, 上 式 右 端 第 一 项 可 以 移 至 左 端 ) , 并 
注意 3"A/ (1—3"A) = 6 可 以 得 到 (40) 式 . l 

车 3 是 及 ”中 任意 一 个 可 测 集 ， 以 @ 表示 我 们 的 田 字 形 划 分 
中 所 有 与 信 内 相交 包 的 正方 体 瓦 的 并 . BRM FCS) =F(Q). 
如 果 信 与田 字形 划分 中 有 限 个 4- 丰满 的 正方 体 有 一 个 正 的 距 
离 , 那么 名 是 由 4- 罕 小 的 正方 体 组 成 的 , 由 (40) 我 们 可 得 

HSN Q)<Su(QN Q)<du(F(IS\NQ). . (41) 

6.40 定理 KTH op HEF KK A (38). 对 任意 
r0, $ Q,= {EN : |a[>7},8,= {EQ : |z| =r}, HAVA, K 
aR S, (n—1 维 测 度 ) 的 面积 则 有 

(a) 对 于 任 给 的 e, ô> 存在 一 个 巡 使 得 如 果 OR 则 有 

HO) ERNEQ tr—e<|x|<r}). 
(5) 44, 是 正 的 而 且 当 7? 趋 于 无 穷 时 总 是 非 增 的 , 则 对 任意 


D 这 里 “内 相交 ”是 指 五 的 内 点 与 5 相交 一 一 译 者 注 , 
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ho e>0 
ling =O. 
证 明 对 于 给 定 的 o> 0, 以 T 表 示 由 边 长 为 e/2V 7 ty EW A 
成 的 卫 " 的 一 个 田 字 形 划 分 ， 则 下 中 任 合 一 个 与 8; 内 相交 的 正 
方 体 一 定 包含 在 Qran 内 并 且 
F(Q,) Clee 2 itr—ex<|[e|<r}. 

对 于 给 定 6>0, A= d/3"(1+6), RRM PHD A MET h 
的 所 有 有 限 个 4- 丰 满 的 正方 体 都 包含 在 中 心 在 原点 半径 为 如 一 
e/2 HER, 这样 对 任意 的 rR, 下 中 所 有 与 O, 内 相交 的 正方 
体 都 是 1- 窄 小 的 , 由 (41) 式 就 可 以 推出 结论 (a). 

为 了 证 明 结论 (8)， 取 By 使 4 在 (Ro, co) 上 为 非 增 的 .对 于 
固定 的 8,6>0, 令 e=e'/2. ERIO PWR, WR r>max(R 
+e’, R), W 


tle 
Ars! (fe) | Agde<(1/e) w(Q,.,) 


T 
r+ 


<(6/e) piae Dir<lal<r+e} 
= UDI A,ds<8A, 
由 于 e 和 6 是 任意 的 , 由 此 可 得 结论 (5). | 
6.41 推论 ASE cp HET BRA G, 则 对 任意 的 下 
A 
lime” u (Q,) =0. 


证 明 国定 6， 令 6=e MA hE 6. 40 (a) 的 结论 可 知 存 
在 一 个 已 使 当 TSR IW u, <du(Q,), Abe iz 
一 个 正 整 数 , 0 入 #<1 WA 
6 入 CO 
SelB et Ul a) 
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=eF Ru 2 eS, 
当 了 趋 癌 光 穷 时 最 后 一 项 是 趋 于 零 的 ， 国 
6.42 附注 C1) 用 了 "中 的 任意 一 个 范 数 PD 代 不 范 数 p(4)= 
Jol, 定理 6. 40(a) 证 明 中 的 论证 仍然 是 成 立 的 ， 如 果 用 新 的 范 数 
PLA, FFA 


uE TEP(T) Er e))=| A,ds, 


r 


同样 结论 (8) 也 成 立 ， 例 如 如 果 p(7)= max [xi] 结论 (a), (2) 都 


是 正确 的 . 
(2) 如 果 A, 有 一 个 等 价 的 , 正 的 非 增 的 控制 函数 , 即 存在 一 个 正 的 
非 增 函数 fr) 和 一 个 常数 MO, 使 得 对 充分 大 的 7 满足 
A,<f(1)<MA,, 
则 结论 (2 仍然 成 立 . 
(3) 定 理 6. 33 比 定理 6. 40 更 明确 , 因为 后 面 定理 的 结论 是 整体 性 
的 ， 然 而 显然 嵌入 (38) 的 紧 性 依赖 于 纺 的 局 部 性 质 ， 下 面 通过 两 
个 例子 来 解释 这 个 事实 ， 
6.43 例 i fEC (LO, co)) 是 一 个 正 的 非 增 的 函数 , 而 且 有 有 界 
的 导数 户 ， 我 们 考虑 平面 区 域 (图 6(a)) 
2 = {(%, y)ER’::z>0, 0<y<f7)). (42) 
关于 R 上 的 上 确 界 范 数 , M pCa, y) 二 max(1z|, 1y|)， 对 充分 大 
的 。 我 们 有 4,=f(s)， 因 而 当 而 且 仅 当 对 任意 的 e 之 0 有 
lim G =0 (43) 
时 侣 满足 定理 6. 40 结论 (5)[ 因 为 f 是 单调 的 结论 (0) 同 样 江 
足 ]， 例 如 f(z)=exp( 一 z?) 是 满足 (43) 的 但 fz)=e-" 是 不 满足 
(43) 的 ， 我 们 将 要 (在 6. 48 节 ) 证 明 如 果 条 件 (43) RERA 
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(a) 


(Cb) 


图 6 (a) 例 6.43 中 的 区 域 2, O) 例 6.44 中 的 区 域 I 


WCO) (44) 
是 紧 的 , 因此 对 于 (42) 型 的 区 域 , (43) ERA GD 紧 的 充分 必要 条 
件 . 
6.44 例 设 f 满足 例 6.43 中 的 条 件 , 还 满足 (0)=0 又 设 ge 
CAL0, co)) 是 一 个 正 的 非 增 的 函数 并 且 满 足 
G) g(0) =5F(0), 9'(0)=0, 


(ii) 对 所 有 的 20, g) <f), 

Gii) 9(z) 在 无 穷 多 个 相互 不 相交 的 单位 长 的 区 间 上 等 于 党 
数 ， 令 hz)=J(z) 一 g(z), 我 们 考虑 区 域 (图 6(5)) 

Q={(7, YER, 4 a0, 0<y<g(z), 

4 <0, O<y<ch(—z)}. 

对 充分 大 的 s 我 们 仍 有 4, = 了 (s)， 所 以 如 果 (43) 式 成 立 ， 台 就 满 
EEM 6. 40 的 结论 ， 

但 是 如 果 人 是 R 的 一 个 田 字形 划分 ， T 中 的 正方 形 边 长 为 
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地 ,其 边 平行 于 坐标 轴 , 而 且 包 中 有 一 个 正方 形 的 中 心 在 原点 , MUP 


有 无 穷 多 个 可 -丰满 的 正方 形 , 其 中 心 在 正 的 4 轴 上 . 由 定理 6. 33, 
嵌入 (44) 不 可 能 是 紧 的 . 


FoF K R——W"? (2) BRA 
6.45 ”从 上 面 例子 可 以 看 出 对 于 无 界 区 域 人 上 嵌入 
Wr nn)—>L?°( 人) (45) 
的 紧 性 的 任何 充分 条 件 必须 包含 ， 当 ?7 趋 于 无 穷 时 OQ, 的 每 一 部 
分 的 局 部 体积 迅速 的 衰减 ， 一 个 方便 的 办 法 是 根据 如 上 的 流动 来 
表示 这 样 的 局 部 衰减 . 

我 们 讲 Q 上 的 一 个 流动 意思 就 是 有 一 个 连续 可 微 的 映射 D: 
U0->0, 其 中 U 是 Ax R bas Q x {0} 的 一 个 开 集 ， 并 且 对 每 个 
TEQ 有 B(x, 0)=zx, 

对 固定 的 EA, 曲线 t>- Do, NAMATH RAR, 
EE ER DrD, t) 将 只 的 子 集 映 射 到 品 ， 这 个 映 
射 的 函数 行列 式 是 


detD'(r) = a(®,, er) P.) 


AB, t, La) fon 
有 时 要 求 流动 D 具有 性 质 D. =DD, 但 是 我 们 不 需要 这 个 性 
质 , 所 以 没有 作 这 个 假定 . 
6.46 例 设 Q 是 由 (和 2) 式 给 出 的 区 域 ,定义 流动 

D(x, y,t)= (7—t, [FL—t) /FRY), 0<t <E. 
这 个 流动 是 朝向 线 4 二 0 的 ， 且 当 区 域 变 宽 时 流 线 散 开 ( 见 图 7). 
对 i>0, Ø, 是 局 部 放大 的 : 

detD' (x, y) =f(a—t)/f(z). 

注意 如 果 了 满足 (43) 式 则 lim detD' (x, y) = 00. 
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图 7 1A 6.46 中 给 的 流动 D 的 流 线 
Rt N=1, 2,04 D={(e, y)ECQi0<a<N}, OREA RY 
HEHE EB EE, BUG RA 
W?( 25 )->L?( OF) 
是 紧 的 , 根据 下 面 的 定理 由 这 个 紧 性 和 流动 D 的 性 质 就 能 够 得 到 
KAGH RTE. 
6.47 定理 假设 只 是 及" 中 的 有 界 开 集 并 且 有 具有 下 面 性 质 : 
a) 存在 从 的 一 个 开 的 子 集 序列 48%)w31， 使 DC yr， 
对 每 一 个 为 姐 入 
WD) > LQ 5) 
(5) 存 在 一 个 流动 O:U>2, 如 果 Qy=Q~Q5 则 
Gi) 对 每 个 NN, O,x[0, 1]CUD, 
(ii) 对 所 有 的 t, 名 ,是 一 对 一 的 ， 
Gii) RAPA (a, t)EU, | (2/at) O(a, t)| <M (RH), 
(c) EK dy(t)= sup | det, (四 | we 


(i) limdy (1) = 0, 
Gi) im dae 


则 嵌入 (45) 是 紧 的 . 
证 明 AFRAARA W™(Q)>W(Q) 10), ARE 
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证 明 后 面 的 媒人 是 紧 的 ， 设 weO1(0 ) 对 每 个 xEQw 有 
u(x) = uB (2))— | Fu, 


而 且 
| UD d< d] |u@,@)) | ice Di) [de 


>N 


=d | luy) Idy 


<d (1) jis (y) Idy. 
还 有 | EZO 
<| az| 


<m| dias], leradu (BCz))| |aet®i (2) ax 


dt 


gradu(B,(2))| ZD, Ca) 


<mi faar f gradut) |as}. 
Fe 6, = max (d, (1), M| a tydt, 我 们 有 


| lxz)lars<sv| (uC | + lgradu(y) Day 
<6, lulio (46) 
并 且 有 lim 6,=0, 
假设 4 是 实 的 ， 而 且 wxECKCO) WO), HE lule 的 广义 


D;(|ul?) = plu] .sgnu. Du 


的 积分 应 用 Hölder 不 等 式 得 
| ID Qua) larSph Dl onoluls z a <Plul,»,a. 
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由 于 |ulPeW'(Q), HE E316 可 知 存在 函数 序列 gE 
CO)n (9)， 使 得 lim 165—Jul?Li,0=0, WAH (46) 
式 得 

| lo) ar=lim|, dz)anslimsaparlgiloa 

=dy]/u!*] 11,0 <KSOy] ull", 9,0, (47) 

Sor K= K (n, p). SEE REY CHER) AB UEC? (O) NWO) 
分 别 对 的 实 部 和 虚 部 应 用 不 等 式 (47)， 可 得 不 等 式 (47) 对 函数 
u 也 是 成 立 的 (常数 K 可 能 不 同 ). 

MESE WO RHE RE, 那么 对 任 给 。 之 0 由 式 (47) 可 
以 找到 一 个 使 对 所 有 wES 

| lucs) lear<e. 


TRA W (ASA SL ANRA ERY, 由 定理 2. 22 可 得 
S FEL? (Q) h EER, AURA W (2) >L OER. 
6.48 fl 我 们 仍然 考 虚 例 6. 43, 6. 46 讨论 过 的 区 域 吕 和 在 
fil 6. 46 中 给 出 的 流动 更 ， 当 0 入 1 入 1 时 ， 我 们 有 
f(z) 
dx(t)= SUP F(a — i) DS 
由 式 (43), 当 t>0 
lim dy(t)=0, 
由 控制 收敛 定理 我 们 有 
limf dx(t)dt=0, 
F 是 有 界 的 这 个 假设 保证 了 速度 | ONDD, y, t) | 在 U 上 是 有 
界 的 ， 因 而 区 域 但 满足 定理 6. 47 的 条 件 , 对 于 这 样 的 区 域 吕 有 联 入 
(45) 是 紧 的 . 


6.49 fl 对 于 某 些 有 界 区 域 ， 定 理 6. 47 也 能 够 用 于 证 明 洋 入 
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(45) 的 紧 性 ,对 这 些 有 界 区 域 既 不 能 应 用 Rellich-Kondrachov 定 
理 , 也 不 能 用 这 个 定理 证 明 的 技巧 。 例 如 我 们 考虑 
Q={ (a, y) ER? 0<7<2, 0<y<f(r)}, 
其 中 FEC’ O, 2) EER, 非 减 的 , 有 有 界 的 导数 六 ,并 且 满 足 
jim f(2)=0. 


Ay U={(a,y, 1) ER : (z, YEQ, —r+<t<2—7), 


定义 下 面 的 流动 
©. U->Q 
D(a, y, t) =(z+ t, fois). 


因此 det D; (zx, Y=f@+/f(e), mR QOF={G@, VEQ, 
+ 之 1/N}, 则 


f(t) 
f(@@t+t) 


对 OSSI Pe d,(t)<1, 如 果 t>0, limdn(t)= 0， 由 控制 收敛 


d,(t)= su 


O<z<l/N 


定理 也 有 lim| dy(t)=0. 由 于 OF 是 有 界 的 而 且 上 有 锥 性 质 


又 由 于 疡 的 有 界 性 保证 了 2 的 有 界 性 ， 因 此 由 定理 6. 47 我 们 
THRA 
W? (Q) >L? (9) (48) 
的 紧 性 . 
假设 对 任意 的 limf(e)/at 二 0.[ 例 如 , & KCz)= eF, IBZ 


区 域 介 在 原点 就 有 一 个 指数 的 尖 点 , 由 定理 5. 32 我 们 知道 对 任意 
的 g>p RA 
W™? (Q)>L1(2) 
是 不 存在 的 ， 因 此 不 能 用 6.7 “AO RERE A C48) 的 紧 性 . 
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6.50 附注 〈1) 容易 设想 比 上 面 的 例子 更 一 般 的 区 域 ， 定 理 
6. 47 也 是 能 够 应 用 的 ， 虽然 选取 一 个 适当 的 流动 可 能 是 困难 的 . 
一 个 有 很 多 (可 能 是 无 穷 多 ) 个 无 办 的 分 支 的 韦 通 区 域 也 能 够 用 一 
个 适当 的 流动 来 描述 , 只 要 每 一 分 支 是 正则 的 , 是 其 体积 相当 快 的 
REM. MIG. 44 中 给 出 的 区 域 可 以 看 出 一 个 条 件 是 不 够 的. 
对 于 每 部 分 体积 都 是 单调 衰减 的 无 界 区 域 , 定理 6. 40 实质 上 是 定 
理 6. 47 AYE RE, EAL 0. 40 的 证 明 可 以 分 别 地 应 用 于 证 明 每 个 
分 支 的 体积 以 所 要 求 的 方式 衰减 . 

(2) 由 于 对 于 无 界 区 域 Q 4 TEW (O) HRA LO), 
必须 有 有 限 的 体积 ， 定 理 6. 47 不 能 推广 到 使 WO BEA 
Za(9) (q>p), Cs (Q), EE, — PER ARETE. 


Hilbert-Schmidt WA 
6.51 在 可 分 前 Hilbert 空间 马 中 一 个 完全 的 标准 正 交 系 是 一 个 
满足 下 面条 件 的 元 素 序 列 {e;)?-， 


1, i=j, 
(e; x=} 


0, ty 
DEC, r BSA X HAR), 而 且 对 每 个 EX 有 


lim Ja— SNe, ei)xei; X| =0. (49) 
k to i=l 


因此 = Six, e)re SARRAT X PGR Eo, R 


们 知道 每 一 个 可 分 的 Hilbert 空间 都 具有 这 样 的 完全 正 交 系 ， 从 
(49) 式 可 以 推出 Parseval 等 式 


lz; 并 | 一 全， | (2, e)l, 
i=] 
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假设 和 了 是 两 个 可 分 的 Hilbert 空间 , {e} F- Of} -分别 
是 它们 的 完全 标准 正 交 系 , 又 假设 4 是 一 个 由 了 到 了 的 线性 算 子 ， 
令 4* 是 4 的 伴随 算 子 4* 把 了 映射 到 X, 其 定义 如 下 ;: 
(a, A*y) z= (Ag, Y) x, TEX, yEY 
定义 


Al? Stes YIP, Id- SAF; x. 


如 果 JA EAR, 则 称 4 为 Hilbert-Schmidt HF, $ IAA% 
子 的 Hilbert-Schmidt 范 数 (回忆 一 下 , 算 子 4 的 范 数 由 


Ax; Y 
IA! =sup Fa] 


给 出 . ) 我 们 必须 验证 上 面 定义 的 合理 性 , 
6.52 引 理 g A 和 A ARM IEZEA {es}, (fd 的 选 
取 , 而 且 
ilAl|= AN> [A]. 
证 明 由 Parseval 等 式 
| All? = Daess7h= DEI es, frl? 


i=] J=1 


= -5È | (ei, Af) xl? = Defar = ||A* 


Weila A AN BIE eh 人 tf) 的 ， 对 于 任意 的 EX, 我 们 有 


Az; [=S G, e,) Aes Fh 
> 1 @, es) xl |Aey ri} 


(Sle cost (Sten re) sxa, 
所 以 141<|4 这 就 是 所 要 求 的 ， 国 
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我 们 留 给 读者 自己 去 证 明 下 面 的 结论 : 

(a) 设 X, 了 ,名 是 可 分 的 Hilbert 20], 4, BORAX AY, 
了 到 2 的 有 界线 性 算 子 ,如 果 4,B 中 有 一 个 是 Hilbert-Schmidt 算 
子 则 BoA Æ X # Z fy Hilbert-Schmidt 算 子 ，( 如 4 是 Hilbert- 
Schmidt H+, Will ||BoAl|<]B] HAI ) 

(b) 每 一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 是 紧 的 . 

下 面 的 定理 是 属于 Maurin[43] 的 ， 这 个 定理 对 于 微分 算 子 
的 特征 函数 展开 是 寅 义 深 远 的 。 
6.53 定理 ROER HRAPAR, m, kb 是 非 负 的 
整数 ko>n/2, Wik ABH 


wre 2 (Q) >W”? (Q) | (50) 
是 Hilbert-Schmidt AF. RAIHA RERA 
Wt 2» W (OQ) (51) 


也 是 Hilbert-Schmidt A+, 
证 明 FARE YER, aa <m), AW"? (OQ) 上 定义 如 下 
Ro eR PETZ A TS 
TY (u) = Duly), 
HF k>n/2, h Sobolev RAB 5.4 Wa Ts EWO 
是 有 界 的 , 存在 一 个 不 依赖 于 ,yg 的 常数 五 使 : 
T3) |< max sup|D%u()|<Kulmesr.o. (52) 


Slal<am 


由 Hilbert 空中 间 的 Riesz 表示 定理 , 存在 一 个 v EW™ (A) 
使 


D*u(y) = TF (u) = (u, V9) mee, (53) 
其 中 (nz 是 空间 WH COPAR, mE 
HOS i m+42,0= IZ [WECO] |<, (54) 


WR Sel] W A) 中 一 完全 标准 正 交 系 , 则 
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| OF | mirga = > | (ei, VS) mae l= > | De; (y) [2. 
t=1 i= 
因此 ， 
Sieben | [o7 lens,2,0dy. 
i=1 alm p 


<>) KvolQ<co (55) 


lalem 
AERA (50) & Hilbert-Schmidt #7, #HKA (51) 的 证 明 是 完 
全 相同 的 , 只 是 不 用 定理 5.4 对 区 域 只 正则 性 的 要 求 . 
下 面 的 Maurin 定理 的 推广 是 属于 Clark [17]. 
6.54 定理 设 44 是 定义 于 区 域 QER 上 一 个 非 负 可 测 函 数 . 又 
ik Wii™ (O) 是 由 空间 Co" (2) 按照 下 面 带 权 的 范 数 完备 化 得 
到 的 Hilbert 空间 
Mean} Da] Duaa b 


jal<m 


对 于 yE,  r(y) =dist (y, bdryQ), i» B—PE MAD BRE 


[ EOI u @dy<co, (56) 
如 果 E> ?十 a/2, HBL AA 
Wo" #(Q)->Wo™*(Q) (57) 


(存在 并 且 ) 是 Hilbert-Schmidt 算 子 . 

VER iie: 75,09 如 前 一 定理 中 定义 的 那样 ， 如果 yE9, 在 
bdry2 上 选取 一 点 加 使 7(9)==1y 一 yo1. 如果 ”是 一 个 正 整数 ， 
m Huc? (2) ,利用 带 有 余 项 的 Taylor 公 式 我 们 对 于 满足 |y 一 ys| 
ty) SEA op 有 


D'u (y) = 之 (1/B1 )D***u(y,) (y—yp)?. 


ink la <m Ff Ah k>vt+n/2 我 们 由 Sobolev A TAREE) 
+ 211+ 


中 一 样 ] 可 以 得 到 
[Deu(y)|<Klul melt, (58) 
由 于 完备 性 对 任何 EW 0” (OREA (58) 也 是 成 立 的 ， 如 果 
v=0, 直接 从 (52) 可 知 不 等 式 (58) 也 成 立 . 因此 由 (53) 和 (54) 可 得 
[vS imer = Sp _ [Du | SKU) I, 


最 后 由 (56) 式 得 到 
Elei mee < 


和 E | Ce (WI wg dy<co, 


lal<m +? 


> f, log mees oi (y)dy 


|al<m 


因此 嵌入 (57) 是 Hilbert-Schmidt 算 子 . J 

6.55 附 注 选取 各 种 不 同 的 n, v, 导 至 形 为 (51) 式 的 Maurin 定 理 

的 各 种 推广 ， 如 果 (2) =1 Bo» =0, 我们 得 到 对 于 体积 有 限 的 无 

秀 区 域 上 显然 的 推广 ， 如 果 1(7) 三 1, v>0, 8 可 以 是 无 界 区 域 其 
` 至 可 以 有 无 限 体积 ， 但 是 由 (56) 式 它 必 是 拟 有 界 的 [当然 拟 有 界 

性 不 足以 保证 (56) ARY l 如果 上 是 日 的 一 个 有 界 子 区 域 2， 

的 特征 函数 , JEE v=0, 我 们 得 到 Hilbert-Schmidt HA 

Wo™?2(Q)>W"(Q,), k>n/2, 
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BoM a BK A 


概 要 


7.1 本 章 我 们 推广 Sobolev 空间 的 概念 到 允许 非 整 Be m, 为 作 
到 这 一 点 ， 存 在 不 止 一 种 方法 ， 不 同 的 途径 可 引导 到 相同 或 不 同 
的 空间 族 . 主要 的 空间 族 如 下 : 
= O 空间 Ww” (O) 一 它 可 由 *“ 实 内 播 "法 定义 亦 可 通过 包 
含 高 阶 导数 的 一 阶 差分 的 国有 范 数 表征 . 

GD 空间 Lx(9) 一 一 它 可 由 “ 复 内 插 ” 法 定义 , 但 是 在 只 = 
R" 时 亦 可 通过 Fourier 变换 表征 . 

(iii) ”Besov 空间 B°?(O) 一 一 通过 类 似 We) 的 国有 范 
数 定义 , 但 包含 二 阶 差分 而 非 一 阶 差分 . 

(iv) Nikols’kii 空间 H*?(0) 一 一 赋予 包含 L 度量 的 
Holder 条 件 的 范 数 ， : 

仅仅 空间 W (OML? (A) 24 s =m CEB MAW (Q) E 
A. BOWA) H p=2 HPAI s 重合 ,但 当 p 关 2 时 
仅 对 非 整 数 s 重合 . 空间 H(A) 总 是 大 于 (但 接近 于 )W*?(0)， 
从 谍 入 的 观点 看 最 简单 最 完全 的 结果 是 对 空间 B”?(Q) 和 有"*(Q) 
的 情形 获得 的 ( 见 定理 7. 70 和 7.73 节 ).， 但是, 正 是 借助 于 空间 
WCO), HE 5.20 节 提 出 的 表征 W (O) 中 的 函数 在 一 光滑 流 
形 上 述 的 问题 有 解答 (定理 7. 53)， 基 于 这 一 理由， 本章 我 们 集中 
DMZ a 做 %?(8) 的 性 质 ， 而 对 其 它 空间 族 的 类 似 性 质 仅 给 
以 简短 的 描述 . 

本 章 大 约 一 半 篇 幅 按 Lions 的 “ 迹 内 插 法 ?展开 ， 在 此 基础 上 
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我 们 研究 空间 W), XZ RET. 36 引进 ， 迹 内 播 法 是 本 
质 上 等 价 的 几 个 Banach 空间 实 内 插 法 中 的 一 个 ， 对 此 现 已 有 可 
观 的 文献 ， 这些 方法 的 描述 可 在 Butzer 和 Berens [13] Stein 和 
Weiss[65] 的 著作 中 找到 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 Peetre[56] 和 
Grisvard[28] 的 关于 内 播 在 分 数 次 Sobolev 空间 这 一 方面 的 应 用 
的 著作 、 在 Stein[64aj] 中 亦 给 出 这 些 空间 的 论述 . 本 章 大 部 份 材 
料 循 沿 Lions[37], [38] 和 Lions 与 Magenes[ 40]. 
Bochner 积分 

7.2 本 章 我 们 将 经 常 使 用 定义 在 BR 中 一 个 区 间 上 取 值 在 Banach 
空间 的 函数 了 的 积分 的 概念 。 因此 我 们 从 Bochner 积分 的 一 个 
简短 的 讨论 开始 , 有 关 我 们 的 断言 的 细节 及 其 证 明 , 读者 可 查阅 例 
如 Yesida 的 书 [69] . 

设 B 是 一 个 带 范 数 | e 的 Banach 空间 ， 设 44， Ad, ++, An} 
ER 中 一 族 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 子 集 ， 每 一 子 集 有 有 穷 WE, 
Bibi 65,…,54} 是 B 中 一 族 对 应 点 , 由 


KOAA 
， .4=1 
定义 的 及 到 瑟 的 函数 称 为 简单 函数 , 其 中 Xs 是 4 的 特征 函数 .对 
简单 函数 , 我 们 显然 定义 
[2 Abs, 
R j=1 


Ep uA RIR A p (Lebesgue) 测度. 

4 AR 中 可 测 集 , 了 是 4 到 互 几乎 处 处 定义 的 任意 函数 . 函 
数 了 称 为 在 ACB) 可 测 的 ， 车 存在 一 个 支 集 在 4 中 的 简单 函数 序 
Fil fa HE 

lim [f(t)—f(t)[s=0 ae. FA. (1) 
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Ax d+, ORR B AVE BSS IB & ad BY 7 AC '() = b, BY’, 
bEB, b' CB’), 可 以 证 明 任 何 值 域 可 分 的 函数 是 可 测 的 , 只 要 对 每 
一 六 CB 数值 函数 人 f(.)， 2 ) 在 4 上 可 测 . 
假如 满足 (1) 的 简单 函数 列 f 可 选 得 满足 
limf [fa(t)—f(E)[adt=0. 
则 称 了 在 4 上 (Bochner) 可 积 , 并 且 定 义 
| f@Ode=lim| faat > (2) 


[(2) 右 端的 积分 在 B 中 按 范 数 拓扑 收 全 到 一 个 极限 ， 它 不 依赖 于 
逼近 序列 f 的 选择 . ] 

当 且 仅 当 |f(.)1s 在 4 上 (Lebesgue) 可 积 时 ， 可 测 函 数 了 在 
4 上 是 可 积 的 ,事实 上 


|f soa] <f Olaa. 


7.3 Y—co<a<b<oo, BAH L(a, b; B) HA (a, DA B R 
EIO EEL? (as， 妨 的 可 测 函 数 了 的 〈 等 价 类 的 ) 空间 ， 空 间 
L? (a, b; B) 赋 以 下 述 范 数 是 Banach 空间 : 


(PIECO pae) 7, 4 1<p<oo 
If; L? (a, 6; B) | =4 t7 o 
= fess sup f(t hs 2 p=o, 
类 似 的 , 2 FEL Co, ds BEAT a<o<d<b fy c, d 均 成 立 ， 
就 记 [EL 9a, b; B), 4 p=1 时 称 了 局 部 可 积 . 
一 个 局 部 可 积 函 数 9 称 为 局 部 可 积 函数 了 的 j 次 广义 导数 ， 
只 要 对 任意 数值 检验 函数 JEZ (a b) =C7@, A 
[C2 a= -Di | $a 
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算 子 半 群 和 抽象 Cauchy 问题 

7.4 以 下 几 节 讨论 Banach 空间 中 算 子 半 群 理论 的 若干 方面 , 这 
些 在 后 面 “ 迹 空间 ” 和 分 数 次 空间 We? (OQ) 的 研究 中 需要 ， 我 们 
根据 Zaidman 的 著作 [70] 进 行 论述 ， 
7.5 设 B 是 一 个 Banach AR), L (BD EER B, REB h 
的 有 界线 性 算 子 的 Banach 空间 ， 并 分 别 用 | la Ml leo HR B 
和 工 (B) 中 的 范 数 . 

定义 域 为 [0, 00), ILIRE LCD) hE G 称 为 B 上 ( 强 ) 连 
续 半 群 , 只 要 

O GOSI, I 是 B 上 等 同 算 子 ， o 

Gi) 对 任意 s, t20, G(s)G(t)= G(s+2), | 

ciii) ”对 每 一 5EB, 函数 G(,)3 从 [0，co) 到 五 ( 按 范 数 拓扑 ) 
连续 . | 
我 们 注意 (让 意味 算 子 G(s) 和 GCt) HEH. ML Gi) 意味 对 
每 一 之 0, RUO ER PRICK, 从 而 可 测 、 营 
0< 加 < 三 <<co, 则 对 每 一 5EB, @(-)b 在 [to,t1] 一 至 连续 , 因此 存 
在 常数 K, 满足 [ab] <E, to<t<t。 由 泛 函 分 析 的 一 至 
有 界 性 原理 ， 存 在 常数 K EM PA bEB 及 所 有 tElto t1], 
GQ |iwskK, FIG VArimEbinc (0, co)， 我 们 引伸 这 一 结 
果 成 下 列 引 理 . 
7.6 引 理 @) 极限 

le 

存在 且 有 穷 . 

(8) 对 每 一 6>6,， 存在 常数 M,, 使 当 t>0 有 

1GCtD) < Me 

. 216» 


证 明 令 = N(t)=loglG(t) | icm, AT 
(G (s+ t) lros IEC) [ocr l@C2 ls 
BRN i ke BT te 
N(s+t)<N(s)+N(t), 
& d= inf N(t)/t, 显然 O<d)< co, 给 定 e>0, He r>0 E 


N(r)/r<oote, BtSer, Mk RPE k+)r<t<kb+2)r 的 


整数 , 则 


RA t—krELr, 2r), wae. 六 人 一 上 7) 有 界 ， oe .这 
样 就 有 


=< TO <A 


Erate) +E khit) to +E. 


右 端 当 + 一 co 时 起 于 Oot e, it ¢>0 任意 ,这 就 推出 (a). 
HO>d, FE 加， 当 # 之 可 了 时 有 NOSS, KEMBA 
IG se. BAAR A (6), RBS 
M,—max(1, sup GCE). &f 


7.7 对 给 定 的 ?EB, Hi (G(t)b—b) /t4t>0+ WEB th ay EGR) 
收敛 亦 可 能 不 ( 强 ) 收 敛 ， 令 D(A) 是 所 有 这 样 的 极限 存在 的 元 素 
的 集 , 对 5ED CA) 令 

Ab= lim Etb lim 


1 二 0 十 170+ 

显然 D(A) 是 8 的 一 个 线性 子 空间 ， 而 4 是 一 个 从 D( 人 1) 到 B 内 
的 线性 算 子 。 称 4 为 半 群 G 的 无 穷 小 生成 子 。 注意 4 与 C(t) 在 
D(A) 上 可 交换 . 

7.8 引 理 (qa) 对 每 一 5EB 


lim (1/t) | @(x)bde =, 
90+ 0 


G(tyb— LOL 
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(b) 对 每 一 5EB A t> RNA 
| @@)bdreD( DE afa) bdr=G(t)b—b, 
(c) 3—-bED AM t>0 我 们 有 
| (x) Abd =G(t yb—B, 
(d) DAEB TAX. 
(e) A 是 B 中 闭 算 子 ， 即 BB 的 图 象 {(5, Ab): DEDA) 是 
BxB 中 一 个 闭 子 空间 . 
证 明 4 OCB, 由 G(:)5 的 连续 性 我 们 有 
lim [G(r bolas=limlG(r)d—G(0)dls =0. 
只 要 注意 到 b= 地 | bar 就 可 得 结论 ()， 
对 固定 的 t 我 们 有 
lim SEO) f ae) bdr 


>90 + 


= lim <I, [G(s+1)—G@(r) Jbdr 


>00 -+ 


s >0+ 


= lim GM a(r bdr al G(+)bdr ) 


= lim Gp * a(e)bde -4f G(r)bde ) 


sot 


= lin +) G(r)G(t Jbdr—b=G(t)b—b, 
a>0+ § 


x BRUEWAT (b), Æ 5ED( A), 则 当 8->0 十 
ar (G(s)b—b_ 
| | ‘aco (EEP A b)ar 


<isupl G(r) lz | 一- Ab +0, 
O<r<t s B 


B 


于 是 
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A [actar = lim [GW ar=| G(r) Abar, 
0 sa0t 0 8 0 


这 就 证 明了 (ce)，(4) 是 (q) 和 (3) 的 直接 推论 , 
it bn ED(A), ba—>b HFE B th, Ab, >be, MIH Ce) 


GUt Yb —b,= (G(x) Abad, 
D 


我 们 令 n>, 并 可 象 在 (c) 中 那样 验证 交换 极限 和 积分 的 次 序 的 
合理 性 , 从 而 得 


G(t)b—b= | G(r )dodr, 
于 是 由 (a) 
lim Gene a lim FS G(r) ddr =b, 


i130+ +0+ 


因此 5ED( A) FFA AD=bo, XMIEWT (Ce). I 
7.9 注 由 4 的 闭 性 可 知 D(4) PHM 15; D(4)1= Pb] + 
| Ad], Re Banach 空间 ， 这 样 就 有 显然 的 嵌入 DCA)>B, 

下 面 的 定理 论 及 对 一 阶 微分 算 子 的 典型 Cauchy 初 值 问题 的 
抽象 提 法 . 
7. 10 定理 je A Banach 空间 B 上 连续 半 群 G 的 无 穷 小 生成 
F. 令 eED(L4), 了 是 [0，co) 到 巨 内 的 连续 可 微 函 数 ， 则 存在 唯 
一 的 [0, oo) 到 ZD(L4) 的 连续 函数 u, 它 有 (0, co) 到 有 瑟 内 的 连续 导数 
ww ,满足 


w(t)— Au(t)= f(t), t20 (3) 
u(0)=a 
JH u 由 
w(t) =G(at | ae) fae (4) 
给 出 . 


证 明 (R-E) 我 们 必须 指出 当 ft) 三 0,4=0 时 (3) 仅 有 的 解 
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是 u(t) 三 0， 车 是 任 一 解 而 tt, 我 们 有 
Jalir) ult) ~lim G(t—1r—s)u(r+s)—G(t—r)u(r) 


270 3 


=lim z) u(r) 


Hima (rs het 8) aCe) 
ato 
= —G(t—1) Au(r) +a — ryu (7) =0. 
于 是 G(t—r)u(r) =G(t)u(0)=0, tor, 4 tor+, RINE 
u(r) =G(0)u(r) =0 对 所 有 Tt 宇 0 RY. 
(存在 性 ) 我 们 验证 由 (4) 给 定 的 % 满 足 (3). 首先 注意 w(0) 
=a 且 (Qq/Q1)G(t)a 一 AG(t)a， 因 此 只 和 需 证 明 函 数 
(=|GG—Df dr 
从 [0， OPI BURSA ST DCA) 取 值 和 且 满 足 9 (1) = Ag(t) 
+ f(t), 
今 有 


gtt s)—g(t) 
s 


G(t—r—s)—G(t— 
8 


sif” G+ sr) f(rar—i| Gt —r)f(r)dr 


==" Gtr) flets)de—— G(t—r) fdr 


& 
=| aa- o EED P Oar AY G(nfG+ts—r)dr, 
因 了 从 [0, co) B vy REE ATH, i 
g (t)=| GCG DF (rart G(t)f(0) 


存在 且 从 [0 00) 到 B 内 连续 , 另 一 方面 ， 
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IUH) I) f'A AO acs ey Cr)dr 


0 


+f ”Gdt+s 一 Df(nDar 
-ott GF tr 


由 引 理 7. 8(a) 和 了 的 连续 性 ,后 一 积分 当 s>0++ EKR FCO), 
再 加 上 9g'(t) 的 存在 性 , 这 就 保证 
lim [G(s) 一 G(0)]g(t)/s 存在 , 即 9(1)ED(A)， 


FE g (t)=Ag(t) +f(t), 这 正 是 所 要 证 明 的 , B 


Lions 的 迹 空 间 
7.11 EB, 和 了 B: 是 分 别 带 有 范 数 | ls, Ml- le, 的 两 个 Banach 
Zila], X 是 一 个 拓扑 向 量 空 间 ， 好 : 和 Bs 连续 嵌入 其 中 ( 即 对 六 中 
任 一 开 集 0, BNU 在 B, 中 是 开 集 , t=1,2), BB, 的 向 量 和 
Bi+B,= 也 :十 b,EX:b,CB,, 0.€B,} 


WALA TER 
lu; By + Bo] = inf (6 tla, + [bc s,) 
Biga i 
是 Banach 空间 . 


IKP, HEAR », 令 二 表示 定义 在 [90，co) 的 实 值 
PAR t'(t)=t’, t<, 

H W (p, v; B,, Be) (24 RBC 3 IIA FW) eR AO, ce) 到 
By +B, 内 的 满足 条 件 . 

t’fEL? (0, co; B.) E. t’f’ EL? (0, œ; By) 
的 可 测 函 数 (的 等 价 类 ) 的 空间 . 广 表示 Fa eR 空间 W 
赋 以 范 数 
Iflr= If; W Q, v; B, BO . 


=max(|é’f; Lr(0, 00;B,)|, Itf; Lr(0, 003 B) |) 

是 Banach 空间 . 

作为 这 种 结构 的 一 个 例子 , 读者 可 以 验证 W Cp, 0; WSR”). 
L? (R) EHF Sobolev 空间 W'? (2), Hh Q= (a, t) =, 
,ty EVER" + >0). 

我 们 将 证 明 对 某 些 p 和» AL, W piita Bf Ze Bi 十 Bs 中 
REW fO). 
7.12 引 理 ìt SEW, MHE bEB, +B, 在 (0, co)a.e. 满足 


 FOJ=b+ |F dr. (5) 


因此 了 几乎 处 处 等 于 一 个 从 (0, ec) 到 B+ B, 内 的 连续 函数 ， 
证 明 由 于 t’fEL7(0,00;B,), Age FEL*,,.(0, œB), AE 
f’ EL? 16.0, œ; Ba), 由 


DFES F dr 


几乎 处 处 定义 在 (0，co) 到 B, +B, 内 的 函数 v AF L” io (0, 005 
3 十 B:)， 于 是 对 任意 b' E(B, +B), RAR <o(-), 2 > 属于 
Zrioe(0 co)， 对 每 一 PECT(O, ©), 我们 有 


| BIG) dt=— [CoC e), Bg" (eae 

0 ` i 0 

=< [g dt 8 > 

=| FO g dt- g dt [F ode > 


=F F Odi- STF Ogede >=0， 
(积分 和 元 素 偶 (-，*) 次 序 的 交换 是 合理 的 ， 因 为 。 在 的 支 集 上 
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可 积 , FY FA TB A A BCS UL rin RB) BA ea, RK AP E e PRT EA, ) 
由 推论 3. 27, 对 每 一 APE(B 十 Ba) (ot), b> (0, œ) ae. Zk 
一 常数 , 于 是 v(t) =b, a.e. 于 (0 ©), 是 吾 :十 召 。 中 一 固定 向 量 ， 
《5) 立 刻 由 此 推出 ， 显 然 (5) 中 的 积分 从 (0, ce ) 到 Bs 内 连续 ,从 而 
到 By +B, 内 连续 , | | 

7.13 3 引 | 理 假设 (1/p) 十 ?过 1， 则 (5) 式 右 端 当 10+ HEB, 
+ By 中 收敛 。 其 极限 就 定义 为 了 在 1=0 By fC), 

WEBA ik O<s<t, HH l<p<o 我 们 有 


[roe] < 站 ro 


<| t'f’; L?(0, co; By) 


vt 'dt 


Ba 


(favre ar)” . 

后 一 因子 由 于 (1/ 芒 十 ?<1 当 t->0 十 时 趋 于 0.( 当 2=1 或 3 一 oo 
时 推理 作 相应 修改 ，) 于 是 | 了 (r)dr 当 #->0- 时 在 B 中 收敛 
这 就 证 明了 引 理 。 A 

7.14 给 定 实数 和 > 1<p<oo, 6=(1/p) +v<1， 我 们 用 
T(P, »; By, Bs)( 或 简单 地 用 了 了) 表示 W =W (p, v»; Bu Bo) 中 的 函数 
的 迹 f(0) 所 组 成 的 空间 , “LBW KEE A, TRARY 

IMlo= inf, Ifi» 


是 Banach 空间 . 

TÈ B+B, 的 子 空间 且 拓 扑 地 “处 于 B, 和 Bs 之 间 ”, 其 意义 
后 面 将 会 变 得 明朗 . 

在 展开 迹 空间 了 的 一 些 性 质 的 讨论 之 前 ， 我 们 准备 一 个 后 面 
需要 的 关于 环 的 引 理 ， 
7.15 31 Æ 1<p<%, 丽 中 从 (0, co) 到 B, 无 穷 次 可 微 函 数 了 
组 成 的 子 空间 在 环 中 稠密 . 
证 明 在 变换 
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=e, fle) =f) 
之 下 , 我 们 有 FEW 当 且 仅 当 


S eFON +e PF @ dre, 


Heth O=(1/p)+v. I, 22.17 节 中 的 软化 子 , 则 正 象 引 理 2. 18 
Hh Fe, J.f MA REB, 无 穷 次 可 微 , 且 
lim | er FO- FO l, 
+err FY (re) — Fr) Ns,)ar=0. 
FE f(t) =JS int f logt) Æ 0<t<oo 无 穷 次 可 微 , 取 值 在 了 中 ， 
因此 在 玉 中 faf, 引 理 证 完 . E 
现 着 手 研究 迹 空 间 包 的 内 插 性 质 ， 
7.16 引 理 i O=(1/p)-+» 满足 0 二 9<1; 则 
(a) 每 一 wET 满足 
Hu) =inf i"f; LACO, 005 By) | -tf ; Le(0, 00; Ba) |”; (6) 
(0)=u 
(b) € uCB, NB, 则 weET H. 
lulr<K juls" lulh, (7) 
其 中 KK 是 一 个 不 依赖 于 % 的 常数 ， 
证 明 (e) 固定 wxE2 和 e>0,， 令 fe 满足 f(0) =u Alfle< 
julote,4 l 
R= |t"f; L?(0, 00; B,) |, S=1t f ; L7(0, oo; B) |. 
对 任意 A>0, Be f(t) =fAtbRFW BRE SOO) =u. 而 
AA 7 
lt” fa; L? (0, 00; B,) |=A'R, 
lE Cfa); L?(0, co; By) =A’. 
当选 择 4= R/S， 两 表达 式 都 等 于 RS", 因此 
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max (kR, S) =| flws lult e 
<inf | filw+e 
inf max(A~°R, A'S) +e 
RS + e<max(R, 8) +e. 
Ale 是 任意 的 , (6) 立 刻 得 证 . 
(b) 令 $EC*((0, 0) ) BE 600) =1, Berl, 8(1)=0; 对 所 
有 t>0, [P(HI<LAIS(COI<K,. # ucB, NB, & f(t)= 
S(t yu, WAT w= f(0). 含有 
[ergs L?(0, 06; By) |SK fuis, 
其 中 ,= erat | “， 关 似 地 
We fs £0, co; B) |< K,K,hul s,. 
因此 feW BOM C6HEHI(7). 8 | 
上 面 的 引 理 提出 了 当 0<0<1 时 2 处 于 Bi 和 Bs 之 间 " 的 意 
义 ， 有 时 就 说 对 应 于 所 有 这 样 的 9 的 空间 允 组 成 内 插 于 B 和 B: 
之 间 的 Banach 空间 的 一 个 外 过 .下 的 许多 性 质 可 根据 下 述 内 插 
定理 从 Bl 和 B; 的 相应 性 质 推出 . 
7.17 定理 假设 B, OBB MB pAR. KB, BAX 
跟 7. 11 节 中 的 By, Bs 和 X 有 同样 性 质 的 三 个 空间 ， 设 工 是 定义 
E B, NB,, BURE B, NB. REAL, 又 设 对 任意 CB, NB: 有 
|Zels,<K lela, (8) 
[Lol3,<Kilels,- (9) 
则 工具 有 唯一 的 到 B, 和 Bs( 从 而 到 B + Be) 分 别 满足 (8) 和 (9) 
的 连续 延 拓 ( 仍 记 作 L), 满足 
(Lulz 3,<max(K,, Ke)luls, +3; 
车 0<9= (1/p)-+9<1, MAHER tE T=T(p, v3 By, Ba) 我 们 有 
IuET= T(p, v; B,, BYE 
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[Lulz SKi” K jell, * (10) 
证 明 LEXE B+B, E, 从 而 定义 在 中 上 ， 由 (6) 对 wE 有 
|Lujz= inf | tf; L(0, c0;.B,) lef; L400, co; Bp) |’. 


yew 
FO)=Lu > ` 


又 对 任 给 >00, 存在 一 个 元 素 FCW, HE f0) =u H. 
| PF; L?(0, 00; By) [17] Eef; LPO, 003 By) |<] u fete, 
对 10 4 fF) =Lf C), FÆ JO = Lu E 
| tF; L?(0, oo0; B.) 17°] tf’; L? (0, o0; Bey jt 
SK] t'f; L° (0, 003 By) [17° K? | tf’; LeO, 005 Ba) |°, 


因此 
[Lulg<K}"°K,'(] u lrte). 


因为 任意 , (10) 得 证 . 目 
EMIL leci HARSH S 内 连续 线性 算 子 的 Banach 空间 
L (8, 8) 中 元 素 的 范 数 , 则 我 们 可 把 (10) 写成 形式 
| Lz L ite, Bp L lte, By). 
7.18 引 理 设 BNB, 在 B, 和 Bs 中 稠密 ， 又 设 存在 同时 属于 
L(B,) M L( Be), IERE B NB: 的 线性 算 子 序 列 {P;} 了 =1, 再 设 对 
每 一 ,EB, , i=1,2 
lim|P;b;—b; |s, =0. 
则 对 任 一 weET 我 们 有 
lim [Pju~ala=0, 
特别 , BL By 在 T 中 稠密 . 
证 明 固定 wET ,选择 SOW MESO) =u, AROPO. 
车 b,EB,, i 二 1,2, 存在 一 个 整数 j= jb), BiSHA 
|P;bi—b; ls, <1. 
因此 : {Pb} E B; 有 与 了 无 英 的 界 , i=1,2, 由 一 致 有 界 原理 , 存 
在 常数 K, 和 KK, 使 对 每 一 ) 有 
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[Piles <Ki. 
由 此 
IOl SKIFO la, IFS (O12, SEAT O le. 

因 对 几乎 所 有 的 t>0, 4 j>, filt)>f C) EB) E fia) > 
F'O) (在 Bs), 由 控制 收敛 定理 tfit fL (0, 003 BDE t'f 
>F (TE L? (0, co; Bs))、 因 此 fi>fCEW), Pju=P;f0)> 
fO) =w (在 T). wep 和 es, E BNB 取 值 ，Pjw 属于 
BNB,. i 

我 们 引述 一 个 把 迹 空 间 的 对 偶 空 间 表 示 成 另 一 迹 空间 的 定 
理 ， 由 于 其 证 明 相 当 长 而 省 略 ， 有 兴趣 的 读者 可 在 Lions 的 著作 
[37] 中 找到 , 那里 研究 比 之 上 面 稍 许 广泛 的 迹 空 间 。 (下 一 定理 是 
[37] 中 第 [[ 章 定理 1.1 的 特殊 情形 ，) 
7.19 定理 ikB, B, AK Banach 空间 且 满足 引 再 7.18 的 
条 件 . 若 1<2<co，(1/2) 十 ?> 一 0 满 足 0<0<1， 则 (1/2 7 一 > 一 
1— (1/p) 一 ”一 1 一 H 

` ETC, v; B, B) YST, ~v; Bs, BY), 

特别 ，T(p,»; B,, B) AR. 


我 们 现在 证 明 两 个 5? 空间 之 间 的 迹 空 间 的 幅 入 定理 , 它 在 把 
Sobolev 由 入 定理 的 某 些 方面 推广 到 分 数 次 空间 时 将 起 关键 作用 
(REH 7.57) . 设 吕 是 及 中 一 个 区 域 , 则 B,=L(2) A B,=L?(Q) 
RRA PIA Baia X= Lo (A). (FRUCL',(Q) 称 
为 开 集 ， 若 对 每 一 wEU 存在 e>0 A KCCQ 使 对 每 一 2， 只 要 
Jo—alor ce, RB PEL (2), RMA VU, ) 

7.20 定理 i p, 4, 0 满足 l<pcq<cm, 0<d<1, = 
《1/p) 十 vz。 则 

T(p,v, L(9), L°(2))>L'( 2), (11) 
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其 中 
1/r=[(1—6)/9]+ (0/p), 
证 明 设 fEC”~([0, 00]), MEA 


TORO r)dr 
易 得 
OWA fc) ides IPO ide 
< 人 人 ppa) + 人 Da t 


x(f ea)” 
=K (tF osco, + LEF Toreso, ), 
其 中 wh O=(1/p)t+v<l mK <o, 由 类 似 于 引 理 7.16(a) 
的 证 明 中 用 的 齐 次 性 考虑 可 得 
IFO 2K PEF PG % 0,000 IPF TE, p, 0,009 « (12) 

现 设 JEW (p, v; ICR), LP(Q)), HBVEF M (0,00) 到 
L(Q)EBRAR, + fla, D =f), 0<t<oo, EN, h 
(12) 我 们 有 F(x, 0) = lim f(z, 对 几乎 所 有 sE AWE 

|F(#, 0)|" ns | 
<k ([ ee KOM (fer fe De 


由 Holder 不 等 式 ， | 
| 17,0) de< { (fer Fee, Opa) ae) 


(Eegen ay ay", 


Ser (1/s) + (1/5) =1, FA s WEA Nrs=g, MT Ors’ =p, 
则 有 i 
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Jx 
g SD 


Fo arash ese va)” se 


ava 
0 )78 


= Ks] [ef irae] ? lef; LO, 00, L°(2)) |" 


9 F "ataz)” 
apf, t) | z) 


co 《1— 8)/P 
<h f eoh at) EPO, Lr OD 
=K, ]t f; L? (0, 005 L°()) Nf’; L? (0, 005 Lr (QM. 
PEW Fe Ss oi AOR AB 7.15), HERERHER 
feW 成 立 ， 由 引 理 7.16( a ) | 
lu lono inf Kalt’ f; L? (0, 0, L4(Q)) |" 


f0 =u 
x ltf’; Lr (0, ©; L ())]' 
= Kl u In. 
这 就 建立 了 嵌入 (11). D 
7.21 注 证 明 稍 许 修改 ， 只 要 用 三 (82)NZ*(2) 在 L"(9) 中 
的 闭 包 代 着 工 (从) 上述 定理 可 推广 到 9g 二 co 的 情形 . 


迹 空间 的 半 群 表征 | 
7.22 设 了 3 是 一 个 Banach 2H, CRB LEER, 它 一 致 
有 界 , 即 存在 常数 到 使 
1G(# JJe SM, Nt <0, 
设 4 是 G 的 无 穷 小 生成 子 ，4 在 刀 中 的 定义 域 DCA) 赋 以 范 数 
Jus DCA) = falls tlAuls 

是 一 个 Banach 空间 , 并 且 是 了 的 移 密 向 量子 空间 . ZB =D) 

和 Bs= X=B 满足 7.11 节 的 条 件 , 只 要 6= (1/p) +><1， 我 们 可 
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相应 地 构造 迹 空 间 卫 =2(2, v; D( 4A),B)， 定 理 7.24 HBA FR 
G 的 一 个 明显 的 范 数 表 征 了 了 .但 首先 我 们 推导 一 个 后 面 需 要 的 
Hardy, Littlewood 和 Pollya [28] 的 不 等 式 , 


7.23 引 理 设 了 是 一 个 (0,co) 上 a.e， 定 义 的 数值 函数 , 令 
gC t= AS FCE d8, 
E = l<p<oo, (1/p)+»=0<1, M 
Pera PaKa I efe a3) 
证 明 RNG TB 13) AMA. 在 变换 t=e',f(e')= 开 7)， 
=e, e= r ) 之 下 , (13) 变 为 
(ear K-D et Fle dr 14) 
注意 
g(r yae|" x o jedo, 
令 Elr)=e", 
(ð8—1)r 
zz) 下 = r> 
0 当 r<, 
则 E-g=F*(E-f), 由 Young 定理 4.30 
[E-Gloorsl F louri EFI UPR. 
由 于 | IFC )ldr=1/0—0), 上 式 正 是 (14). I 
7.24 定理 设 4 是 Banach 空间 互 上 一 致 有 界 连 续 半 群 G 的 无 
穷 小 生成 子 . Bi<p<oo H 0<(1/p)+»<1, 则 T=T(p, v; 
D (4),B) 和 范 数 | | 
judor= (Pu let] ea ua) a8) 
有 穷 的 所 有 UCB 的 空间 2 重合 ， 范 数 | | 和 1 i 等 价 . 


证 明 首先 设 wET, 选择 feW 使 (0)=w，。 暂 且 假 设 f 从 (0, œ) 
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到 D (A ALBKN, 4 f'(t)-AfCt)=h (t), EiS 
e>0, 
由 定理 7.10 得 


f= ef 2 +] Gh + Dar, 
因此 
Geff) =| PCr dr | a-h jdr, 
在 上 式 中 令 e~0 十 ,由 定义 “Fe )->f(0), BATH 
GFO) 一 F(O=| Fr de= h'ar ar, (16) 


现在 (16) 对 所 有 fe 本 成立, 因为 由 引 理 7.15 ， 了 是 一 个 从 (0, co) 
到 D(A) 内 无 穷 次 可 微 函 数 序列 {f,} 的 极限 ， 因此 对 weT 和 任 
意 feWW, 了 (0)=w 有 
a(t ju=u= |’ KE )ar—| GC —r)R z dr, 
h(r)=f'(r)— Afr), 


+ 
< 了 | 
> tse 


其 中 我 们 利用 了 G 的 一 致 有 界 性 . 应 用 引 理 7. 23, 46=(1/p) +v, 
我 们 得 
K O-DrIGQ(t)u—u]? dt 


这 样 一 来 
es 


te ?| joj 


dr, 


<adgp FL TF MIA At 


<2 (M+1) 
S (1—6)? 


27(M+1)? 
aay | ir 


CHEF’; £7(0, 00; BD |?+ 1t” Af; L?(0, 00; B)|?) 


A 


ss 231» 


因为 这 对 任意 满足 有 (0) =u 的 SEW RY, RITE 
£07]G( wu— “lt< AMY bade, 
另外 , B 上 的 等 同 算 子 提供 B 到 内 和 D(A) 到 BB 内 的 做 入, 每 一 
RAARA EH, HEH 7.17 ,我 们 同样 有 T->B, Alul 
ele, Abb «ET $H ET, HH. 
lu lec (1 +22) u lle, 


反之 , uE, & PECCO, 0]), CE O(0)=1, 41> 
1 时 O(t)=0, 4 tO RIBE) POK. 4 
f= BU) 914), 


其 中 
9 =/D) a r Judr, t>0. (17) 
为 了 证 明 ul E| a lo<Kel u |e, REEN FEW EL 
If dex Kol u lr. (18) 


[因由 3 引 理 7.8 Ca), f(0)= lim P(t) g(4) =u. ] 而 这 可 由 证 BA 
tg L? (0,1; DADAN tg’ EL? (0, 1; B) EREM RE Kall u le FH 
住 的 范 数 而 办 到 ， 


由 引 理 7.8 (b), fac r )udrED( A) H. 
4| a r judr=G(t)u—w, 
于 是 
J, EPICE); DCA) bat 


=| pont 2 人 Yar 
0 B 


1 oo 
<2? M? | u Jaf, eee par" | 4070F VG(t)u—ul ede 
0 


facr Judr | + [4] ac r Judr 
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<27! max(M?/6p, 1) || u žo, 
因为 
g'(t)=(1/t)0(8)u— 2/4) | Ger Judr 


= (1/8) (uu) — (1/1) | @()u-a)de, 


又 因为 
| pr ae 


“dt<| u 12s 
并 由 引 理 7.23 , 将” 代 之 以 > 一 1， 
| p? | a/e |" a r)u—u)dr| dt 


<[1/(2—6)?] [-eo-Praceyu—algae 
<[1/(2—6)?]| u ls. 
因此 我 们 有 
[PIO zdr <E Mule 
于 是 GEW, CDR, WEE, E 
7.25 为 我 们 的 目的 , 尚 需 对 定理 7:24 WEBAREN. 设 A, 
A, sees A, 是 交换 的 ,一 致 有 界 的 了 上 的 连续 半 群 G，， Go, rey G, 
的 无 穷 小 生成 子 的 有 限 族 . 
| EREDI PAS <M 1 jn, t20 
G;(s)G,(¢) =G (4 )G;(s)3 ISJ, kn, 8, t0, 
4 B" 表示 乘积 空间 BX Bx x Bin SAF), B" RAES 


ICD, be, ++, sa 一 > 18; 
f=1- 


是 一 个 Banach 空间 ，4 ÆA DUA) = f DCAD BIB" 内 由 


Au=(Ayu, Agu, =, At) 
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定义 的 算 子 . 

我 们 留 给 读者 推广 引 理 7.8 ， 证 明 D( A) 在 B 中 稠密 , AEA 
算 子 , 从 而 赋 以 了 范 数 

lu; DCA) = ular lAul a= lulst Dol Aula, 


D(A) 是 一 个 Banach 空间 ， 
7.26 定理 iRO<(1/p)t+-v<1, 1<p<oo, MT =T, v; D(A), B) 
和 范 数 


DA + Sof eo 1G uuta 
j=1 


有 穷 的 所 有 CB 组 成 的 空间 TEA. Wal- lAl. be 等 价 . 
证 明 证 明 跟 定理 7.24 的 证 明 差 不 多 , 只 是 代替 (17) 给 的 g(t) 我 
NE 


D= A| | a CODA) udridrdr, 
细 池 留 给 读 考 . 
7.27 例 令 B=L?(R"),1<p<co, #ucBS 

(GHW (E) = UC ay, Bib, Te); j=1,2, =n, 
显然 G; 是 Z2(R") 上 交换 , Be = 1) 且 连续 的 半 群 .( 素 
实 上 车 允 许 i<0 则 它们 是 群 ，) 相 应 的 无 穷 小 生成 子 满足 


D(A; = {uEL* (R"):DjucL? (R")}, 
Aju=D;u, ED( A)). 


相应 地 ，D(4) = Å CAs) =W' (R" )， 由 定理 7.26, 范 数 
(Iele Zf dP iz lult, e., Ti+ t, eTa) 


l 1/P 
~u (f, Ta e, z,)|*dxdt ) 
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和 空间 了 三 卫 (2, v; W? (R°), LR) EMER lule 等 价 , RE 
0 和 (1/p) 十 ><1， 


高 次 $ 

7.28 至 此 ,我 们 仅 考 虑 了 本 身 及 其 一 阶 导数 S 满足 从 [0, ce] 到 
不 同 的 Banach 空间 的 可 积 条 件 的 函数 的 迹 f(0)。 我 们 现在 推广 
迹 的 概念 以 获得 值 fP(0),0<jcm—1, REF of, FORE 
一 定 的 可 积 性 条 件 . 作为 这 种 推广 的 一 个 结果 ， 后 面 我 们 将 可 表 
征 访 "(0) 中 的 消 数 在 正则 区 域 全 边界 上 的 迹 . 
7.29 设 B 是 一 个 Banach 空间 ， Aj, wees A, 是 互 上 交换 、 一 致 有 
界 , 连 续 半 群 G1…，G， 的 无 穷 小 生成 子 ， 对 每 一 重 指标 % 我 们 用 
归纳 法 定义 B 上 的 子 空间 DC At) 和 DA) 上 相应 线性 算 子 4 
如 下 : 

车 a= (0, 0, wre 0), 则 D(A*)=B, A*=1, BESAAT, 

E a= (0, sees lier, 0)¢ l 在 第 j 个 位 置 )， 则 D(A®)=D(4;)E 
At= Aj. 

车 对 所 有 满足 18| 委 7 的 有 已 经 定义 了 LO 和 42 设 |a| =rt+1, 
则 

D(A*) = w ucD( A’) BTA B<a，4 AUED(C4 
Ai = AS ise Aan, 
设 志 是 一 个 正 整数 , 令 DUA) = 0，D(4“)， 把 验证 下 述 事实 的 
任务 留 给 读者 (例如 用 关于 的 归纳 法 . ).: DAEB PRR, 
A’=(A%) ice EDANA J| 瑟 内 的 闭 算 子 , 从 而 DCA") wD 
la [<k 
范 数 
Ju:D( A )I=>) | Atuls 


lalxh 
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是 Banach 空间 . 
7.30 SHE BR m AIK p, l<pxco, HW"=W"(p, v; ASB) 
示 满 足 
tef EL? (0, co; D(A™ *)), O<k<m 

的 (0，oo) 到 B 内 可 测 函 数 (的 等 价 类 ) 的 空间 ， pe FALĘ 
$e d'f/dt*, 空间 W” 赋 以 范 数 

If la” = max] tf% Lr (0, 00; DCA) 
是 Banach 空间 ， 注 意 W'=W(p, v; DCA), B), D(A)Șn 7.25 节 
的 一 样 . 
7.31 3 引 理 few", mol, R0<k<m—1, 4 是 重 指 标 ， 
La | +kim—1, WR f= AfPCw’ H. 

Ifall si f le. 

证 明 对 1<p<o0 我 们 有 

lé” fars L?{0, co; D(A)? 


= ee QAFE pt INA AF CE) [yal 
j=1 
<fr = JAFO) dt 


{8 l<m—-k 
= ef; L?(0, 005 DC A™™*)) P< f Pe 
还 有 ， 


efas LO, èo BE =] t lA) ae 
<f EAs Yat 


| lBl<m-k~1 
=| eft; LIO; 00; DATES] f lr, 
于 是 引 理 得 证 . I 
7. 32 ”让 我 们 此 后 假定 : 0<(1/p) 十 ><1， 用 2 RRI W H 
迹 空间 Tp, v; DCA), B)， 由 定理 7.26 , 可 在 T 上 取 范 数 
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Nl = Quii + pulls)’, 
其 中 


lste=( Zf 10 laxat)”, 


高 次 迹 空间 可 定义 如 下 :对 1 三 0 1, 2，… 我 们 定义 T*=T (p, v; 
A; B) 是 所 有 满足 AUE a | <k) i wED(A?*) 的 元 素 组 成 的 
空间 ， 空 间 T* 赋 以 范 数 

Jule = (ls DCA*) + 2 Aug 


lal—& 


是 Banach 空间 . 
由 引 理 7. 31 和 7.13 推出 若 few", |a|<m—k—-1, Al 
AFEFE T° 中 存在 , BL 
(AFEK afler 
其 中 Ka 是 依赖 于 a 和 天 的 常数 ， 因 此 FP COeT™ BL 
IFE CO) rn- = CF (0), DEAR) |? 


+ Sl | Afton NS) EE, lfl". 


|Sl=m—-k&-1 


由 此 推出 线性 映射 
F>(F(O), FCO), FOO) (19) 


m~t 
从 W” 3 pn- y FMB y ee x TI [zmn 连续 ， 即 


SF Oem Af, 
我 们 下 面 证 明 这 一 映射 是 映 上 的 (参看 Lions[38]); 
7.33 ”定理 ”映射 (19) 的 象 是 下 T 车 (wo wy, an DE 
k=Q 


T T™ ME JEW” tE fE O)=u,, OKkS<m-l, H 
k=0 
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fl <K>, DA Paa 


证 明 证 明 类 似 于 定理 7.24 的 第 2 部 分 ， 自然 更 复杂 .为 简单 计 
我 们 将 仔细 讨论 = =1 的 情形 ， 这 样 A; 成 为 4 mA RA AS dal 
=k). 

假使 我 们 对 每 一 久 0<k<m—1, HATAK few", WE 
f° OS u, 
且 

Sil” S Elir l r", 0< 委 六 一 1 

令 Ary a, OS Sml, 满足 非 奇 蜡 方程 组 


m-i 1 营 ;二 kk 
> i} ? 
r=0 0 0<jxm—-l, JA, 
Wt) ER Be 
9.(t)= >A,» fi (re) 
r=-0 
WE 


gP (0) =u, gP (0)=0, 0<j<m—1, jh 
进而 容易 验证 
a Ifale” 
因此 函数 f= Tig) 具有 定理 陈述 中 所 要 求 的 性 质 ， 这样 


我 们 只 需 构造 fe. 
以 下 证 明 中 ， 我 们 将 广泛 使 用 [0, œ) LAS RHR, 
如 果 对 t>0, F(t) 和 (2) 属 于 5(B), 我 们 用 
Piplt)b=| F,(t—2)F,(t)bdr, DEB 


定义 [0, ce) 到 LBAW FAK, (假定 所 有 我 们 使 用 的 算 子 是 可 
交换 的 ，) 如 果 F, 从 [0, cc) 到 L(B) ese th, BRA 
。238。 


(F \*F,)'(t) =F’ »\*F.(t), 
我 们 用 "表示 有 rk 个 因子 的 卷 积 FF*F*…*F; 由 于 对 相互 交换 
的 因子 * 是 结合 的 , FO 被 一 意 确定 ， 若 I(#) = 了 表示 B 上 的 等 
同 瑞 射 , 显然 有 
mt) =[#"-! [(m—1)1 JF, 
车 G 是 无 穷 小 生成 子 为 4 的 连续 半 群 ,由 引 理 7.8 我 们 有 
A(I+*G)=G—-I, 
又 当下 式 两 端 限制 在 D(A) 的 元 素 上 ， 
TI*/AG=G—I. 
给 定 =u ET, 我们 定义 
fed) =ECm+k)t/k b(t) ge), 
其 中 4EC(E0, co) WE: MI<S, P=, Ñ t>, $4)=0， 
FEO (1) |<K,,0<j<m 又 其 中 
g(t) = {Pkt DG Em (tu, (20) 
[注意 当 m=1 且 k=0 时 这 里 给 出 的 g 和 定理 7.24 证 明 中 (17) 给 
出 的 相同 . ] 我 们 必须 验证 
fO) =u, (21) 
A 
Wfele™< Koel oe-*-*, (22) 


由 于 当 ;< 去 时 4 是 常数 ,为 证 (21) 只 需 指出 


9 (0) =[ki/(m+k); Ju, 
FEA | 
g(t) =e "1+ %(G—-L+ I) (t)u 
ae Spearman GOO 
ao 


因为 1" 人 +t +m- 9) (4) = (88-5 / (k+m— j) M, 4 j>-OWKE 
2239+ 


次 导数 为 0 ,我 们 有 


Ek) ye a k i 来 一 了 CD) =: u 
e O(G) wet, OD = 


为 建立 (22), 显然 只 需 证 明 
| ELAP aK julg (23) 


对 任意 满足 0<<j<<m 及 0<i 委 wm 一) 的 1 ，7 成 立 ， 我 们 区 别 三 
种 情形 . 
情形 1 ROKJE Hm—k<i<m—j, 令 
w=A™*-ly, 于 是 wEB, 4 l=k+1+i—m, 于 是 [ 宇 1 H 十 1 
一 1 之 j， 现 在 
Ai g(t) = ETM kt 一 ! )》 a AL > DG mT P(t), 
因为 AUG =G 一 I RHA 
A = (GI) D 
于 是 8 
Ai g(t) = EPICHE- DGD (G—T) CO (8) w, 
A Ak+I—-l>j, MM t>0 RA 
j 
AiG? (t) = Sow, (t), 


r=0 


其 中 

w, (i) = Kt Mt Cb th tr Dm Da(G—I) (pw 

现在 eo 
[ICHI Gm D (GED e 


SK, t-i- jt tn D+ -1)-1 = Khem i itr- 
Ave 
t 
lw, (t) lsz] (t—r)? mè =jtr-z |G(r)w—w] sdr 


Kot" [1G ()w—w ade, 
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HA t<m— j, 因此 我 们 对 OKS F 


JA JP) | a<Kot * o IG ()w—wl adr, 
由 引 理 7.23 (> 代 之 以 > 一 了 1 
[ela'gn (lsat 


P 
<K, | peT DOP (uefi 1G (2)—wl pdr) dt 
0 0 


< K,| “47D? 1G (t)w—wl Zdt 
o | me 
<K,|wlie<K,|ul eo" *~ 
情形 2 设 O<j<k HOO<t<m—k—1, 则 w= A'ucB H. 
A’ g(t) = tT OGD (Ew, 
因此 


i io 
Atg (E) =$ w, (t) =Y R, END GE) w. 
r=0 


r=0 


Jw, (4) [aK E gb MPO y= Ket soa, 
于 是 | 
JA gP G) La< Kot? wla, 
且 | 
[i EPAI? O lgi wl = KE] Aul SKE laf ee. 
情形 3 ek+1<i<m H 0<i<m—j, Ml i<m—k-1 且 
f= AineT™ es, 
lle <ul 
& h(t) = A'g (t), Bl a 
h(t) = #791) *QU) (4%, (24) 
在 这 种 情形 下 为 证 (23) 只 需 指 出 
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| TO (25) 


HG=AI+G) 十 工 得 
h(t) =e TG (C$) AGH EW MLE RG IDE) G, 


再 重复 mw 一 1 次 这 一 推理 得 
m-i 
ACA) = DIEP ED GD (4) ABH E)E, 
t=0 


为 了 证 明 (25), 我 们 可 以 忽略 
"TONLE (e+ m), Ju 
一 项 ， 因 为 这 一 项 的 了 阶 导 数 当 t>>0 时 为 0 .相应 地 我 们 考 
EOD 


m-i 


RLSM A (26) 


再 重复 从 (24) 导出 (26) 的 推理 m—k—i—2 k, B-KRER 
对 425) 没有 贡献 的 次 数 科 J 一 1 的 多 项 式 的 项 , 这 就 导出 


m-i 
A(t) DET MLE RAHAT Gm (Es) AEI iE, 


t=0 


G w= Ais A, 上 述 和 中 的 项 形 如 
w, Ct) = EMH DAGIN EYW, 
其 中 0<l<m—-1, ER mt+l—-i>j, 为 证 (25) 只 需 指 出 
| ee [Set <a fel 27) 
这 里 我 们 必须 再 区 分 两 种 情况 i<m 一 j 一 1 和 i 一 m 一 
车 ji 和 mm 一生 1 则 是 形 如 
下 全 下 (各 二 一 i- FATEH E) ww 
项 的 线性 组 合 , 它 在 B 中 的 范 数 不 超 过 


@ 这 里 “~" 宕 示 h(3) 是 右 端 和 式 中 诸 项 的 线性 组 合 与 次 数 过 ;一 1 的 多 项 式 之 
和 一 一 译 者 注 , 
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Kt emt tt Dem wl pK yt FF wil, 
而 (27) 立 刻 导 出 ， . 
车 i=m—j, RNA 
w, (t) = "GDAG D (G—-I+D) (t)w 
= pP GG- (GI) Gw 
JEPE ID y GED (CZ) yy, 
对 后 一 项 再 重复 这 一 手续 m 一 1 一 1 kR 
m-1-1 


w, (t) =>) pP Gti Gm (G— J) (fw 


EPIO (Ew, 
可 以 再 次 丢掉 对 (27) 左 端 没有 贡献 的 项 ， 因 此 ， 为 建立 (27)， 只 
需 用 
Wi (E) = BML IFT yG tD (GI) (tw 
代替 w HHI 27), mw 7) eA Sr ji 
` OPT +r) Cont) (G—T) (tw 
的 项 的 线性 组 合 ， 象 在 情形 1 一 样 ,对 0<!<1 有 


[wi haK t| 1G @)w—wl adr, 

再 用 引 理 7.23 就 推 得 (27) 成 立 ， 这 就 完成 了 证 明 . E 

我 们 注意 对 一 般 的 % 的 证 明 本 质 上 类 似 于 上 面 对 %*==1 给 出 
H. 代替 (20) 我 们 用 (加 一 适当 倍数 的 ) 

GE) ETO OEE GO) oe EO) (CBD 

7.34 例 4 B=L?(R") it G; 1<j<n) sn Bil 7.27 给 出 的 那样 ， 
于 是 4A =D;. 显然 

D(A*) = (uEL? (R") :DuEL? (R"), | a | <k}=W?(R"), 
对 每 一 wEL?(R;"*!), 由 

H(t) (Py La) =U, "t, Las ED 
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3.6. 定 义 由 [0, œ) L RAKT, WR EZHEL O, co; 
WwW"? ?(R")), Ok m, 就 有 ucew™? (R."*'), 
相应 地 
we? (RY!) =W"(p, 0; A; L?(R")), 
A= (D, +, Da), E 1<p<oo, BRA y 
piu->(u(+, e, ©, 0), Daa UC, ots #50), eno, 
Drziu(-, ss, +, 0)) 


Hw”? (Ri"*!) /kery aimee [7 t1 上 的 一 个 同 构 和 同 HA, 


其 中 
"=T" (p, 0; A, L? (R")) 
= {veW??? (R°): DWET", la | <k}, 
且 
olor = >3 [Dole 十 之 ， > g7? 


lalsk lalwk j=1 
i/p 


x| | D*v (x1, ee, Tj Eee, Ean) —D*v (xy very Xn) daat 
Rn 


空间 We? (Q) 

7.35 ”我们 现在 对 R 中 任意 区 域 ， 任 意 值 s 和 1<p 二 wm 定义 空 
间 W*?(Q)， 这 些 空间 对 整数 值 s AATRE LAW COA 
Wo"? (Q)—&, HH 8 之 0 定义 可 推广 到 p=1 和 2=co， 但 我 们 
暂 不 理会 这 些 极限 值 . 

空间 B =W? (QM By =X=L? (人) 显然 满足 7.11 节 中 设 
置 的 条 件 ， 对 0<9<1 令 

T?(Q)=T(p, v; WQ), £P(2)), 

Jerk v+ (1/p)=6, 1g W=W (p, v; WQ), L2(2)), RITE H u 
+ 2446 


在 PQ) oh IER 
lus Tra QF = inf maxS([ eI f(L) ,nodt) 
at om | 


EW 
wey ) 


(|. Pip DNB sadi) L. (28) 


7.36 iz s 之 0 任意， 车 8=m 是 一 个 整数 ， 我 们 定义 WCQ) 
=W"?(O). F s 不 是 一 个 整数 ， 记 s=mto,m 是 一 个 整数 而 
O<o<l. 在 这 种 情形 , 定义 空间 WCO) h A EAR (的 
等 价 类 )wE 邢 "(0) 所 组 成 ， 其 广义 导数 Dut iial =m) BT 
TCQ). W WCRE TE 


‘Ul sno hulanot Da DTA 9 


是 Banach 空间 . 
7.37 由 
Pu= (u, (Dy) ej=m) 
给 定 的 算 子 (满足 |a| =m 的 重 指标 & 以 某 种 适当 的 次 序 排列 ) 是 
从 WCA ($e) Banach 空间 
S=W™?(Q) x i TQ) 


læ [m 


HAH TA ERARE E S REE 
|C Paiaren); SI = Julho + 2 os TDI} 


AA We ?(Q) T (E AY Ce OS. 和 7 了 .19)， 由 定理 

1. 21 和 1. 22 推出 Wee (OWE A RM. 

7.38 定理 对 任何 s>0, 07 (RE WR PHE. 

证 明 这 个 结果 对 8 二 0，1, 2, < CATER CER 2. 19 Fl 3. 18) 

别 说 来 W (R) Æ LR") pA AF OCR") 中 的 拓扑 笛 

l His=m+o>0, m 是 整数 ,而 0<o<1, 定理 可 证 明 如 下 . 
ix pOC™(R), HE: 当 <0, y= 1, 4 t>, y(t)=0, # 
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17p 


pu, 2,8, … 令 wie CR") 定义 如 下 : 
p æ= drl 一 分， 
设 是 2.17 东 中 引入 的 软化 子 ， Hu eR" E a. e 3E ff eR 
数 , 令 
Pj= dJ (bj), J51, 2 
显然 , m= 0, 1,2, …, Pi 是 AW (RO BPR”) A TR 
性 算 子 ， 其 值 域 在 CF(R") 中 , 由 引 理 2. 18 和 3.15 推出 者 v 
W™?(R")， 则 
lim | Pju —ulns,n"= 0. 
由 引 理 7. 18 推出 车 0 二 9<<1 H. uET™ (R) 则 
lim {pu —u; T”? (R”) | =0. 
因为 
DF ju= Jy /5* (D7 (pje4)) 一 已; 十 可 7 六 Op 
其 中 
a;= EL(% )p" psp, 


tea 


HFA EWR E 


lim lo;l 1p, Ra = 0, 


FEIE EWR”), 4 la| =m RATA 
lim | D* Pju—Dtu; T(R”) | = 0. 
因此 
lim | Pu ul ,.2,.0=0, 
于 是 证 明 完 成 . I 
7.39 FA Wé?(Q) RR COICO) 在 空间 W”(0) 620) 中 的 闲 
包 ， 由 上 述 定理 , WER") =W R"). Xf s<, 我 们 定义 
We?(Q) =[Woe? (Q)]', A/p + A/p) =1. 
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由 自 反 性 知 对 任意 实 的 s 
[W*?(R")] SW "(RR'’). 

HAR <0 ht, AA) =C) ÆW (OA) RETE 
BL WCO ÈQ EAT KRR N, 除 此 之 外 , KFWA) 
的 结构 我 们 不 再 有 什么 进一步 的 解释 . 

空间 WOES ERAR Q =R" YAH HIER, 2 
后 必须 借助 保持 微分 性 质 的 延 拓 算 子 把 定义 在 人 上 的 函数 延 拓 到 
R" 上 而 对 一 般 区 域 推 导出 来 (参看 4.24 节 )， 对 分 数 smo, 
空间 WW”?( 旨 ) 适 当 的 延 拓 由 内 插 而 获得 。 对 日 的 强 (m 十 1) - 延 拓 
算 子 自然 是 需要 的 .例如 假定 满足 定理 4. 26 的 假设 (还 可 参看 
4. 2954). 
7.40 定理 #Hs=m-o,m PK, 0<o<1, 如 果 存 在 对 RH 
P< BR 2 ASB (m+ 1)- ERA B, MI COCR") PR eRe EQ ER 
HURAE W (2) 稠密 . 
WEBA 〈 回 忆 结 论 对 环 ”? (2) 成 立 ， 只 需 假 设 人 具有 线段 性 质 . ) 
证 明 依照 定理 7. 38 证 明 的 同一 线索 , 只 是 代替 算 子 Pj; 我们 使 用 
算 子 

Ex = RoPjBu, u 定义 在 Q, 

Jip Ro 是 把 R*" 上 的 孙 数 限制 在 人 上 的 算 子 ， 证 明 的 细节 留 给 读 
者 . P 

下 面 的 局 部 化 定理 , 除 要 求 存在 对 介 的 强 (m 十 1)- 延 拓 算 子 E 
外 , 还 锅 要 一 个 定理 4. 26 提供 的 导数 DeBu(Z) 的 通过 2 的 导数 的 
表达 式 ， 下 述 定理 的 假设 必然 对 满足 定理 4. 26 条 件 的 任何 区 域 
war, 
7.41 定理 KOR R PHM, 对 从 存在 一 个 (m 十 1)- 强 延 拓 
BLE, BMtly|<lal=m FEA W'?(2) BW? R) A A 
EL? (22) 3 Le R) AEREE T Ea A ucw™? (Q) Wy 
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D*Eu(x)= EB Dur) a.e. FR’. (30) 
plem 


Hs=mto>0, 0<o<l, WWS? (2) ie We? (R”) P AY BB Re 
在 人 上 的 限制 的 集合 重合 . 

证 明 Ho =0, BRAM ONE wm- 延 拓 存 在 性 的 直接 推论 ， 今 
设 0<o<1l #uEW (A), M sew"? (Q)H Bucw™? (R") 
满足 


(Eu lm, p, ra SK, |e mp o SE: hte feo, 0 (31) 
#ilyl<m Mj DUET (Q)FFE 
D'u; PCO ) |SK: he s,s,0: (32) 


(这 由 定义 知 |1?| =m kR, H | E7. 16 lyi 时 亦 成 
W.) A Ea AW (QIW RORA LQ) L (R ) 都 是 
EEE, HEM T.17, EM T (OA TT CR" ) thee 
249, Hy (30) #032) Hf al =m 我们 有 
iD Ew; T=” (R") |SK; fe [2,0 
结合 (31), 我 们 得 
| Eul s p,R SK, ld ,2,0, 

因此 入 是 EucW r (RJE Q ERREI. 

反之 , 对 任何 m, 从 R" 到 2 上 的 限制 算 子 Ro 从 WW”?(R") 到 
Wm"? CQ) i128, Milt dae 7.17 从 WRA WCO) IE 
续 , 于 是 uW (RER LARE Rou 属于 WP (2), 

我 们 注意 在 定理 的 条 件 下 , 延 拓 算 子 召 对 任何 s O<s<m+ 
1, A W (AJA We R ee, 


邢 "?(0Q) 的 一 个 内 在 范 数 


7. 42 .我 们 现在 研究 对 WCO) (30) 构造 一 个 新 范 数 的 可 能 
HE, 这 个 新 范 数 等 价 于 “ 迹 范 数 ”(29)(s 不 是 一 个 整数 ), 但 它 借助 
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于 元 素 的 内 在 性 质 来 表达 .考虑 到 例 7. 27， 最 方便 莫如 由 情形 
= 二 Rr 开始. 按照 Lions 和 Magenes[34], 我 们 定义 带 内 在 范 数 的 
iai WCO), 然后 指出 至 少 对 适当 正则 的 区 域 O, WO) RR 
WADER, 
7.43 对 0<0<1, 1<p<oo 4 TORRARE BH SH 
类 )w 的 空间 ,对 于 它 , 范 数 

ps PON =| laknat | | EOD aaah 

(33) 

有 限 , y+ (1/p)=8, 
7.44 引 理 空间 和 oz(R) 同 Banach 空间 (RORA, 两 空间 
的 范 数 等 价 . 
证 明 ?22?(R") 中 元 素 的 范 数 [ 在 (287] 兽 被 定义 为 它 在 迹 空 间 卫 
(p, v; WYR”), LCR")) Hye Be, BIA 7.27, 我 们 可 以 取 范 数 
为 

Momi iten DS or f lulen ast g 


—ulan, +, La) [raed t}/2, 
让 我 们 把 (33) 给 出 的 范 数 记 作 lel z- 
i ucT’.?(R*), & A=SL(n—1)+ (1-v)p] AS u(t) 一 
u(y) Ran PIA: 
Siu. 8) Yj ay js Disi 1s Ln) 


、 —Uulyi, jay STE ZEST e, Ta), 
我 们 有 


| OR artyk, Se, 
Ra = 
g=t 


aeja—y|" 14(1—v)P 
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其 中 
i= |. |. lucy, Yi jy oes Xn) uy, "5 Yis Vitis es Tn) | ? 


ddy 


(3: (£; ~u) 
k=l 


x 


于 是 @;=| dydy; 


x | eis dz ;--dx, uly, e Yi- Bj, rey Ln) 


UY, *, Yi, Wj+1, 16, Za) PR; (34) 
dx,«-dz;_,dyj.,--dy,, 
其 中 B=| a i 人 


(Se Yr *) 
k=1 


令 prs (2,-y,)? 十 … 十 (Eji — yj)? + (Eiri yj) He 
(En— Yn), MIR A>O H 2 一 1 一 24<0， 


R K (| + ) pp 
= r dl 
; AS lzj-yjl [p+ (4j—y;)* |’ P 


K izj-yjl n- se n-2- 
< | p “dpt+k, | pp”? dp 
374 0 jaj—yji 
= Ky|aj;—y|°° 0? (35) 


在 (34) 中 令 
VEn INI YG, BH tt T= n J+ 1 Qt <n, 
由 (35) 得 


Qj<2K: | tevrgt 
0 


~ | KIE ee Spb, oe, Zn) — (z, very Zn) [Pdz 


于 是 uCTo R"), B jel z< Ka fel r- 
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RZ, 设 2xS 矶 22( 及 ”) 令 a’ = (Ta, etry La) FN 2’ = (22, wets Zn), 
EROA a ER, 半径 为 本 上 的 球 DO, T) Lat 2! 积分 不 等 式 
[ua -H t, 2) ula, a") |? 


7 , 1 ? 
<K,{ [mle +t, z )—u( 2, +54, = )| 


十 


l r le` 
ua bats z Jute, 2), ), 


得 ula +t, ulen ) (K/D E, 2) +1,(0,2)), 
其 中 对 s= 忆 或 s=0 


I,(s, z)=| u(@,+s,2')—u (2: +t )| da’. 
Diliz) 2 
今 有 
| eera] 1 1,4, 2)da 
+o ptt" 
/{° 1 
=| dæ | 去 4 
x | da’ | ulzi +t, a! )—u(a, +5t2')| dz, 
Diz") 一 名 2 


ult, 2 ) —u(a, 一 本 z’ J|’ dz, 


xf da’ | 
Disg’) 一 o 


a oo / 1 p 
jl, x dul, -7b z’ ) 
一 | ,dx a er? dt 
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-R “R * 2l2f-at| 


_ az 一 wa 有 
=2| del dz | . [2(%,—2,)]** dz, 


2f jute )—ulz) |? 
< 一 ee Se d 
<= | ,az| a | zp dz, 


Jep RIE THa 一 zi 一 二 二 gz = — dt, 并 在 合 第 二 行 的 内 


BERAPA Tle zl Sta! —2' A mle] (a2) /V 2 
这 一 事实 ， 类 似 的 不 等 式 对 TO, 2) 亦 成 立 ， 于 是 


| f, ueit t, 2o +s n) 
0 R 
—U(%,, ++, £n) | dedit 


<K Í | Ju) ulz) |? gage, 


Rej Rn lg z|" T 
对 于 其 他 变量 #2,…, x 作 的 差 ， 类 似 的 不 等 式 也 成 立 ， 组 合 
OEE BAN AR lel p< KK, kiz. E 
为 推广 上 述 引 理 到 一 般 区 域 OQ, 我 们 需要 下 列 延 拓 引 理 ， 
7.45 3l 理 设 人 是 R" 中 的 一 个 半空 间或 是 及 "中 一 个 一 臻 CI 正 
则 且 带 有 界 边 界 的 区 域 ， 则 存在 一 个 把 Lr?(D) 映 射 到 了 (BR") 的 
HERTE E 
Eu(r)=u(z) a.e. FQ, 
并 且 若 0<0<1, uT Q), 则 EucT (R H, 
|Zu; 7? (R*) |<K Jus FP? ?(Q)I, 
下 不 依赖 于 %. . 
证 明 这 里 的 证 明 十 分 类 似 于 定理 4. 26 的 证 明 ， 我们 从 情形 名 = 
Ri= {@E€R"2,>0} FPR, ia’ = (ay, …, Sai), XI UEL) E 
Eu(x)= a a.e. 了 R?. 
ulr, —v,) a.e F R°~R?. 
i 


[Eal ae= f ar (| lue) de 


+| | u(x’, — an) 


AEn l 
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= 2 lull d.or2. 


MA 2=n—1+ (1—v)p=Hnt (1 ~—8)p>0, RNA 


| Bu( x) — Bucy) | + 4 
| [pe yy ey = I, +i ++i, 
其 中 
_ |u(z)—uly) ” 
T= fasha (a—y)”? dady 
— / 人 ° [u(r )—u(a', — Yn) |? da 
T=] , de | ,ae fanl — y P+ (En — Yn) Py Is 


Sfat | pm Te 


lulr)}— u(y) |? 
<fa g —y |” dady 


[因为 当 0,0 H 9 之 0, (Eat Ya) Cla Yn)? ], 又 类 似 的 不 等 式 
对 T_: 和 了 .成 立 ， 于 是 
[Bus Bo (R") |4 fas PRD. 

现 设 人 是 一 致 0!- 正则 且 带 有 界 边界 的 区 域 ， 则 4.6 节 中 的 
bdry 0 的 开 种 盖 人 让 和 相应 的 0; 到 B= {yER": |y] <1) E hyl- 
TCH I (Ds) EARE, 比如 ,1<JSX. 还 可 假定 集 U; 有 界 . 设 
Uo È OHRI bary O 的 有 界 开 子 集 ,使 OC UU Foi) j-0 
是 对 侣 的 从 属于 (07} 的 0”- 单 位 分 解 . 给 定 wEL?(Q)， 令 由 
u(2)= o; JUI HEQ E ae. EL., TRELA) E. l bo.s.o< 
hona. Æ weTr(Q), 则 对 IKIN 


lu; (z)— u(y) | a(x) — u(y) |? 
(J, la—y |? dedy<K, LÍ |a——y |?’ dedy 


+K, | jut) Pay | Leos) Nae. 
Qn; —y\|?? 


AU; 有 界 , 由 引 理 5. 47, 对 yEQ nU; 我 们 有 
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o(£)—aj(y) | a| y2+1 一 1 了， 
| 7 ja—y|’?* "dv Ks, 


mH ;可 选 得 不 依赖 于 所 包含 的 7 了 的 有 限 个 值 ， 于 是 
wjeTr(Q) H 
le; Fr ON <K, lu; TPQ) I. 


因为 对 所 有 不 属于 集 U; 的 点 #EQ 有 oo(z)=1, 上 述 不 等 式 对 
了 =1 


wo 亦 成 立 ， 
RLS, $ 0; Æ REE 
v = fens G yEBNR? 
4 yERI ~B. 
定义 , AHPB, MET (Rt), ERE, + y=D,(2), 
n=O ;(€), RITE 


les Foray ?= |an p WCG) | dy 


| | u (W; =u)” dydn 
R?”ngÍR”neB ly—n|* 


=| lu(e)|*ldet © (2)| dz 
| | rae pr let Pa) 
x [det OD (£) | dadg 
SK; lu; OP, (36) 
这 是 因为 |det O; | 有 界 , 并 且 Wy 在 B 上 1- 光滑 . 
|ja-—E| = |W; (y)-Wj(n)|<Kely—n| 
= Kg |O;(¢) —@;(E) |. 
今 有 Evj;€T?(R"), 并且 
| Bo F(R") ER; PRO. 
还 有 suppky;CCB, File R 上 由 
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Evi (Pia) F reU; 

0 若 ER” ~U; 

ae 2M w; WBA w(r)= ur) a.e. F Q,suppw,ccy,, 

且 由 导出 (36) 的 类 似 的 计算 得 
|w(x); TF? (R") | <K,| Ev; T”? (R") |. 


wj(2) =} 


最 后 令 
Bru(z)=wn(z)+ Sw). 
$= 


显然 豆 * 具 有 引 理 叙述 中 对 加 所 要 求 的 性 质 . 图 

应 当 注 意 , 在 4.29 节 中 对 延 拓 定理 4.26 和 4.28 的 减弱 的 假 
没 所作 的 注释 同样 适用 于 上 上述 引 理 ， 
7.46 推论 在 引 理 7.45 的 条 件 下 ,空间 2D"?(Q) 和 T*? (2) HK 
合 ,并且 它 们 的 范 数 等 价 . 
证 明 ”两 个 空间 的 重合 性 从 下 述 事实 推出 ， 它 们 分 别 同 相互 重合 
的 空间 Te? CR") ANT’? RY 中 的 函数 在 9 上 的 限制 重合 ， 若 
uc? (2) 且 吾 是 上 述 引 理 中 的 延 拓 算 子 , RNA 

ju; T™? (Q) |<] Bu; T”? (R") | <K,|Eu; T”? (R*) | 

<Klu; P (0), 
反 向 不 等 式 由 同样 的 方法 推出 ， 只 是 代替 召 利用 定理 4.6 (情形 
m=1) 中 构造 的 1- 延 拓 算 子 , 从 定理 7. 41 的 证 明 可 以 看 出 ， 它 是 
一 个 对 T"?(Q) 的 延 拓 算 子 . B 
7.47 对 30, SW"? (8) 是 按 7.36 hi W>? (Q) K EN 
RENZA, RERS TOO (8) 而 使 用 T'"? (8)， 由 于 推 
W 7. 46, 我 们 证 明了 下 述 定理 . 
7.48 定理 设 Q 是 R", 或 R" 中 的 一 个 半空 间 , 或 了 "中 一 个 一 
致 C- 正 则 且 有 有 界 边 界 的 区 域 。 则 空间 评 *?(2) mW) 
对 每 一 s 之 0 代数 上 和 拓扑 上 重合 ， 特 别 车 s=mio,m 是 整数 ， 
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0 过 go 之 1, Mj H 
[ul<eo= falz Sf, | | Deu( zr) — PUD aay 


la— Yl"+°? 


lal=m 
给 的 范 数 和 他“*? (92) 上 原来 的 范 数 | "1,,z.o 等 价 . 
7.49 附注 正 是 上 面 记 为 证"*(9) 的 空间 在 文献 中 经 常 磁 到 ， 
并 常 记 为 开 *? (Q)， 空 间 玉 ”“ 显 然 可 用 类 似 的 方式 定义 ， 它 
由 范 数 


Juls,» =max( [ul 0, max ess sup 
laj=m ay EP 


eee Ea ) 
la—y|° 


APR AY wCW™ (2) oA 


嵌入 定理 
7.50 我们 已 经 看 到 ( 例 7. 34), 若 1<p< co, 则 线性 映射 


u-> pu = (yot, Hes Ym- 1u); pju =Diul, +, +, 0) 
建立 了 W™(R? yiery 到 开 mr- e= (p, 0; A; 72(R" ID) 上 的 一 


AY Tel eo FA, 其 中 4 = (D, e, Dai). A DCA SWE R) 
且 

Tp, 0; A; Le (R!) ) =P (R"'), 
我 们 有 Tp, 0; A; LP (R) SWE (R), 


m-1 


这 样 ? 实际 上 是 一 个 从 WwW? (RE) /ker y BI [We (RR) 


EKAA. 特别 ,到 ?CR 中 的 函数 在 R= bdry R} 
上 的 迹 属 于 并 构成 整个 空间 We Cbdry RI). [这 一 现象 有 
时 描写 为 在 边界 上 从 去 1/p 次 导数 . ] 这 一 结果 可 以 推广 到 边界 光 
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7.51 车 是 R" 中 的 一 个 区 域 , 它 有 一 致 0"- 正 则 性 和 有 界 边界 ， 
则 bdry Q 的 开 覆 盖 亿 让 和 相应 的 从 五 = {yER": |y| <1} BRU; 
上 的 m- 光 滑 上 映射 族 { 甸 ;} (参看 4.6 节 ) 是 有 限 族 , 比如 1<j<r, 
# {@;) 是 从 属 (U5) 的 对 bady 8 的 单位 分 解 ， 又 若 & 是 定义 在 
bary 吕 的 一 个 函数 ,我 们 在 R 上 定义 9jw 如 下 : 
duly") = {omy 0)) ”车 |y1<1 
0 其 余 ， 
HE y'= (Yn ts Yni). 
对 s>0 Al 1<p<oo, RTE ML W? (bdryQ) ERE 

6;ucW"?(R*-') (l<jxr) 
HIA UCL? (bdry.Q) (WL 5. 21 FHA, ZE We? (bdryQ) ie 
以 范 数 


l/p 


Jui I s,2,bdryo = = 这 om [nm 


是 Banach 空间 . 

FREK, 如 上 定义 的 空间 We? (bdry 2 ) 依 赖 于 定义 中 使 用 
的 特殊 的 覆盖 {D;}, 映 射 {要 ;) 和 单位 分 解 {0;}， 可 以 验证 ， 对 不 
AKC). {; 和 {6;}， 我 们 构造 出 的 是 带 等 价 范 数 的 同一 空 
闻 . (我 们 略 去 细节 ， 参 看 Lions 和 Magenes[40]. ) 同样 可 以 推 
H O° (bdry.2 EW? (bdry 2) rh BYR, 
7.52 4 xEC8Y(R?)[ 这 种 函数 在 WO) EAR W202) 
中 稠密 . ] 令 ”表示 线性 映射 


Hu 
U> YU= (Pou, pm), pju = (37) 
OR? | baryon 


RE I/I 表示 沿 bdry OME IT a PR. 利用 对 bdry8 
一 个 邻 域 从 属于 开 覆 盖 人 这 让 的 一 个 单位 分 解 , 我 们 可 以 证 明 7. 50 
PARRA PF Fl (BQ HE. 
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7.53 定理 iei<p<o, ROW ELM hy KE. M h 
(37) 给 出 的 映射 了 可 连续 延 拓 成 一 个 从 W™ CO )/ker y F] 


m-l 
[| Wee? (bdry 2) 


上 的 一 个 同 构 和 同 胚 . 
7.54 ”下 述 定理 的 一 个 直接 推论 是 映射 ”的 核 ker y， 即 满足 vu 
0 的 weEW™?( 昌 ) 多 体 ,正好 是 空间 WPC), 我 们 再 一 次 采用 
7. 30 节 的 记号 ， 令 WE 表示 W” 中 在 一 个 区 间 [0,e) (e>0 可 依 
Bi 了 为 0 HAR F RAW” =W", y, As B) BRIR. 
7.55 定理 7; JEW" HX} 0<k<m—l1, fH) =0, 则 FEW. 
这 样 WF 是 从 W” B tb e 


f>, FCO), oe FPO) 

的 核 . 

证 明 设 feW” BR FCO) H= HFT PO)=0, A PER) Hi 
E: ES] p(t) =0, 4 te (2) =1,0Ke(1)<1 且 对 所 有 t. 
0<km, YOK. & f.€t)=plnt f(t), HA EWT. 
我 们 必须 证 明 , 4 n>, (2) 一 f(t 二 (1 一 (nt))f(t)->0( 在 
W”), BLAZE HAE k, Oh < m, 每 一 重 指标 w，| w| <m—k, 
RITA H n> co 


Per Aa- Pato. 
因 JEW", 24 nož 
fe |a — y(n D) AGOCyigdes e A*feceyizdt-o. 
ERAT OGTR Lk, H nro 
[oe ‘(ty Gp) | 


l 


A dto. (38) 
B 
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但 (38) 左 端 不 超过 

nies , APS "at (39) 
的 常数 倍 . AA FO) =f’ OS =f (0) =0 Mk—-jxn—, 
RATA GER p+ (p= 1) 


APO, sta Go aye adel” 
407 De 1 z p 
<a," ve] Afe | dr 


x 让 rr? dc 
9 


ERE,ti? ?7! [oe 
由 此 推出 (39) 不 超过 下 式 的 党 数 倍 : 
nie)" tr- ‘at| rela Fow dr< (21r / jp) 
1/n 
vayn 
x| er | AFO) 
这 是 因为 few" ff 
7.56 W™? (0) 中 的 函数 在 bdry 人 2 上 的 迹 的 表征 在 对 定义 在 
上 的 微分 算 子 的 非 齐 次 边 值 问题 的 研究 中 有 重要 的 应 用 . 定理 
7. 53 在 下 述 意 义 下 包含 了 对 邢 “? (OQ) BOE" A” A m Ai 
入 定理 ; ueW"?(Q), WG v= u] uaryo EF W bdry Q) 
H. 


AFEC) "dr 
B 


“dr->0. 
B 


Jol m-1/9,2,baryaK ; [Ui m,»,03 
Kez, Fi 9EW” re bdry Q ), WEE uEW™r O yiii AE 
V=U|parya 
E 
ulmo S&K] U | pp,bdryo: 
在 开始 介绍 对 空间 W 2) 的 非常 一 般 的 嵌入 定理 之 前 , 我 
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们 指出 如 何 从 对 整数 s 的 情形 的 嵌入 定 理 和 内 播 定理 7.17 获 得 
一 些 ( 但 非 全 部 ) 对 这 些 空间 的 磐 入 . 

7.57 定理 ROER h-SEA BE RM ERM, Ks>0 E 
]<tp<in. 

(a) Ain>sp, MH p<r<np/(n—sp), We? Q)>L'(Q), 

(b) #in=sp, WMH pmr<oo,W"?(Q)-L(Q), 

(e) fin<(s— jp, JAR: —JE ER, MW ?(O C5 (2), 
WEBA 结论 对 整数 s 业已 证 明 ， 我 们 可 设 s 不 是 一 个 整数 而 s= 
mto, 加 是 一 个 整数 而 0 二 o 二 1， 首 先 设 m=0, Mi 

W100)=L(02) NT "(0) 
=11(2)NT(p,1—o—(1/p)3 WY 0), Lr( 1)). 
SPRA TAW (QB LAM L OORL) HE) 
连续 .由 定理 7.17, CA T(p,1—o—(1/p); WAQ) LCR)) 
到 T(p, 1—0 —(1/p); Ye DO)，Z2 8)) 亦 连续 ， 由 定理 
7.20 只 要 %>a2, FARA LO? NIE 
l Wo Q)—>L O Q). 

对 一 般 的 和， 我 们 推 证 如 下 ， 设 ucWw™er O), #lal=m, M 
DeueWo?( QD) L299) 若 |g| 才 m1, 则 DwEW'?(0Q) 
a LPP MMP) 因此 Wre pmnp n-o O), E n>sp, 由 定 
H 5. 4, 我们 有 Wro Q )->Lr (Q), HIE CRE. 
E n=sp, WERE PS7r<co 的 >, Wad) (Q), 
于 是 (b) 得 证 . 2(s—f)pon, Wi(m—j)np/(n—aop)>n, Wii 
Were ->05(), 而 (ec) 得 证 . 目 

上 述 定理 中 限制 ?<n 是 不 自然 的 , 加 上 它 仅仅 是 为 了 得 到 一 
个 非常 简单 的 证 明 . 

下 述 定 理 含有 上 面 引 入 的 所 有 峰 入 结果 作为 特殊 情形 ， 它 包 
括 了 几 位 作者 所 得 到 的 结果 ， 特 别 是 Besov[9, 10], Uspenskii 
. 260 » 


[67,68 ]40 Lizorkinf41] 的 结果 ， 定 理 对 R" 陈 述 , 但 显然 可 以 推 
广 到 充分 正则 的 区 域 ,例如 满足 定理 7. 41 的 条 件 的 区 域 ， 我 们 不 
打算 给 任何 证 明 . 
7.58 定理 i$ s>0,l<pcq<w, 1<k<n, 4 X =s—(n/p) 
+(k/q). 
车 
Ci) X20 H p<q,m 
(ii) X>0 且 X 不 是 整数 ,或 
Gii) X>0 H i<px2, 
Wi GE HR AZ FE) 
W*?(R")>W*s(R*). (40) 
RACO p=q>2 BX BARB RGR, (特别, 一 般 不 可 
能 加 强 定理 5.4 的 部 分 了 的 情形 和 4 到 允许 £5 二 % 一 mp. ) 
反之 , 若 p=¢ BA 
(iv) X=s—(n—k)/p>0 XX 不 是 整数 ,或 
(v) A204 p22, 
BTA WHR A 
W*?(R*)>W*?(R") 
其 意义 是 每 一 WEW*?(R") 是 一 个 函数 wEW”?(R") 在 R* 上 的 迹 
(RE) u=w] p ), 且 满足 
jl pr SK lull see 


k 不 依赖 于 %. 〈 迹 应 理解 为 5.2 节 的 意义 . ) 


Bessel 位 势 空间 Ler (O) 
7.59 ”我 们 将 不 加 证 明 而 概述 构造 分 数 次 空间 的 另 一 方法 ， 它 起 
源 于 由 Aronszajn 和 Smith[7]( 及 他 们 的 合作 者 一 -Adams 等 
人 [5] 和 Aronszajn 等 人 [81]) 作 的 Bessel 位 势 的 研究 . 这 一 方法 
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为 Calderén[13]4 Lions 与 Magenes[40] 所 介绍 ， 所 得 空间 记 
为 L? (Q)(Lions 与 Magenes QA H°?(Q), {LAV Ela 7. 73 节 
将 定义 的 Nikolskii 的 H-Z HA.) 对 整数 sE 1<p<oo) Al 
所 有 s( 当 Pp 二 2) 它 同 空 间 WW "(8) 重 合 . 

A LCR) 直接 通过 适度 广义 函数 的 Fourier 变换 定义 ， 
然后 指出 对 整数 8s Fl l<p<oo, L'?(R") A WRA 4 H fal 
胚 ， 对 满足 s:<s<s, 的 s, 空间 LP? CR") ATLA Shel T h AS: 
Aii F Le CR") A LR [al FO — 4 p 23] ( 见 Calderon 
[15] Lions(36]), 复 内 插 法 不 同 于 前 面 描述 的 Lions 的 迹 方 法 . 
然而 复 内 插 法 提供 一 个 方法 对 QCR" ELCO) 定义 成 形 如 
W"? (QQ) Cm 为 整数 ) 的 空间 的 中 间 空 间 . 

室 间 LSP (Dep AE, DR EM la] W) 
的 关系 可 在 上 面 提 到 的 Calderón, Lions, 及 Lions 和 Magenes 
的 文章 中 找到 ， 

7.60 首先 我 们 引进 适度 广义 函数 的 概念 . 我 们 用 (BR") 表 示 
R” 上 速 减 函 数 空 间 , PTA o PH, 是 指 它 使 
Sup|a*D?d(z)|<co 
对 所 有 重 指标 & 和 BB 成立 ， ACR" AREA A PR Oe aK 
征 的 局 部 山 拓 夺 : 若 对 所 有 a 和 
limz 7 (x)= 0( 在 R” 上 一 致 )， 
则 说 序列 {$) 在 了 (R") 中 收敛 到 0， 很 易 验 证 Fourier 变换 
FH) = (21) | e Gl) dy 
Fike Fourier 变换 
F G7)= (2x) "| edly dy 
都 从 ACR") BA CR ER, 并 且 因 为 PF Fo =F =g, 
。 2626 


. 


它们 事实 上 是 ACR") BI A(R") EAL IR, 

EA, A (BR") 的 定义 ， 多 (R") 一 9(R")， 因 此 对 侦 罕 间 
YY'(R") 由 这 样 的 广义 函数 TED (ROR, CRAI ACR") 上 
的 连续 延 拓 ， 例 如 , € l<p<co H fCL?(R"), m 


Pb) =| FOE 
EL TEP (R”), 这 一 事实 对 任何 在 无 穷 远 “ 缓 增 ? 的 国 数 了 都 成 
立 , 即 这 样 的 国 数 f, ME — APR AY k, | f(x)|<const|a]* a. e. 7E 
无 穷 远 点 的 某 个 邻 域 内 成 立 ，F'(R") 中 的 元 素 因 此 称 为 适度 广 
AAA. Z (县 ") 赋 以 作为 FOR HHR -Eth EE 
the — 7 Ja EB HG t E a. 

TE AY Fat Ay Fourier 变换 由 

FT (db) =T FO), F (TD =T(F A) 
推广 到 FR), WE REMAP ROR SF’ (R?) ERE 4 lel 
E, 并 且 F OFT=FF T=T. 
7.61 272-7 R" ENGR) & aR Bz, uy 2 ik 
Bessel 位 势 用 Jsw 表示 并 定义 为 
Fu=F-' (C14 [+ |?) 7? Hw), 
TA J? EM FP ROR SR ARA te, BF Rez>0 
且 1l<p<co, RE Rez>0 Hl<p<co, NJ 2a Me LR) 
到 亏 ?(R9) 内 ,而 DT RR, 
7.62 对 实数 s 和 1 委 2 委 ce， 令 LR RR LR HERVE 
HT 之 下 的 值 域 ， 这 样 对 每 一 8,L”?( 有 R")->9'(R") 且 对 so, 
ZCR")->L?(R") 成 立 . A uch’ (R), MÆ CE MES HE 
LR"), u=J*u, 我 们 定义 
ju; LPR”) | = Blo p ra. 
赋 以 这 个 范 数 ，ZL"?(R?" ) 是 一 个 Banach 空间 ， 我 们 综述 它 的 一 
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此 性质. 
7.63 定理 (a) # s20 Hi<p<co, M ØRE LR"; 
Hh Bal 

(6) 4 l<p<coo H p=p/(p-1), Mi [Z*r(R")] S 
L*?'(R"). 

(ec) #t<s, Ml LerR* >L R"). 

(d) iSS HM 1<p<q<np/[n—(s—t)p]<oco R pl 

H 1<g<n/(n—s+t), Mj Ler(R”)—>L"(R?), 

(e) E 0<u<s—(n/p)<1, H) L*?(R")>C*(R*). 

(f) E s 是 非 负 整 数 , 1<p<oo, M LR” fe] WR) 重 
合 , 两 空间 的 范 数 等 价 , 若 P= 2 这 一 结论 对 任何 s 成 立 . 

(9) #l<p<oco H. e>0, 则 对 任何 s 我 们 有 

L (R")—>W (R) >L CR). 


7.64 现在 我 们 叙述 Calderon[15} 40 Lions[36]4 SAR: 5 
间 £-?CR*) YT PA Ee AE 

Be Bo I B, 是 Banach 空间 ， 二 者 都 象 7. 11 节 中 一 样 代 人 一 
个 拓扑 向 量 空 间 X, 空间 Bo t+ B, 象 在 该 节 那 样 定义 ， 用 下 (Bu Bi) 
表示 复 变量 eso -+ ir HRA BtB, 内 的 函数 了 的 空间 ，f 满 
足下 述 条 件 

D 了 在 带 形 0<o<1 内 全 纯 ， 

(li) F ERE SoS 内 连续 且 有 界 ， 

Gii) 对 TER, fCiv)EBo, BRAY cf Cir) JAR Bl By 内 连续 , 且 
am fir) =0. 

Gv) 对 zrER, f+ ir) By, RH cf (1+ ir) WR BI BA 
2, H lim f+ ir) =0. 

FC Bo, B IRLA JE 
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lf: F (Bo, B,) |=max|sup IfCir)|s,, sup |f(1+ ip 
ER ER 


是 一 个 Banach 空间 . 
Rf O<o<14 a’ 
B,=[B3 Bi], 
= (ue By + By HH fEF (Bo, By), u=f(o)}. 
B, MATER 
tule Is (Bs B= inf, [fs Fo BI 
f 


ke MRA Bo+ B, 内 的 Banach 空间 . 

中 间 空 间 B, 具有 类 似 于 Lions MUS RAMEE. 4 Co, 
C: 和 了 有 类 似 于 Bo B, AX AER, LEM Bot B, 到 Co 十 Ci 内 
的 线性 映射 , 满足 

[Lul e, Skoluls p lLulo, Sk juls,» 
则 对 任 一 xEB。 有 Luce, H. 
[Lu] < 天 上 "天 和 ws 

下 列 定理 可 以 在 Calderon 或 Lions 的 文章 [15][36] 中 找到 ， 

7.65 定理 对 任何 实 的 so 和 su OS0<1, 我 们 有 
[Le (R°); Li? (R*) J, = Leto (RY) 

PRATER BAAR A We? CR) AW? (R”) 间 的 中 间 
空间 的 相应 陈述 并 非 对 所 有 的 so 和 s; 都 有 效 , 尽管 对 某 些 值 ， 特 
IEF So, s: 是 相 邻 的 整数 , 它 是 有 效 的 . 

7.66 上 述 定理 瞳 示 如 何 对 任意 区 域 OCR 定义 空间 L(A). 

车 320, m 是 满足 s<m<st+1 的 整数 , 定义 

£9? (2) =W% (AJ L? (2) ]om—sr/m 
49 92 9677 TERM, AKRA m- 延 拓 算 子 , 则 由 内 插 推 理 表 明 : 
. 265 + 


2(2) 同 五,?(R") 中 的 国 数 在 2 上 的 限制 的 空间 重合 。 只 要 
Oso sm, ZM 7.65 对 空间 LC), IREX, 

对 s 的 负 值 , 空间 LDE LAR WO) 同样 的 方 
式 引进 ， 用 L3?(O¥s>0) RD (2 )FE LC) 中 的 闲 包 ， 对 
L<ip<co, s<0, 定义 空间 Ze22(8 ) 为 [Z522 人 ,其中 (1/P) 一 (1 
=1, 

ABQ 4M, LCA) AA eH 7.63 对 L"?(R") 陈述 的 
所 有 性 质 , 


其 它 分 数 次 空间 

7.67 ZR WR HRA RE (参看 定理 
7. 58) 导致 BesovL9. 10] 构造 空间 族 BY? CR"), 4 s 是 正 整 数 时 
它 异 于 W ?CR"), 当 s 是 正 整 数 , 它 自然 地 补充 了 WR"), # 
意义 后 面 将 明确 . 

Sf s>0 Fi l<p<co, Bep(R2) 定 义 如 下 ， 今 s= 人 -Ha 六 是 
非 负 整 数 , O<o<1, 空间 B (R) WR") 中 这 样 的 组 成 : 
对 它 , 下 面 定义 的 范 数 |u; BCR") FAR. 若 1<p 二 %， 

Ja; BCR”) | 


= j Jul sr” 


ED fafaa |x—y |"ror dz 
老 p=, 


ju; B°” CR") | =max) Ju mans 


max ess sup ZAD et y)/2) Pa, 


ljai\=m xyeRe Em yle 
IFY 
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B RORE ti ty Were Banach 空间 . A l<p<oc, Cp (R") 
在 BSCR") h AE. 
7.68 引 理 考 1 委 2p<<co，s>0 是 韭 整 数 ， 则 空间 更 “2(R") 和 
B*?(R" ) 重 合 , 且 有 等 价 范 数 . 
证 明 对 定义 在 R" LR RI 
A u(t) =u(a2+ 2)—u(z) 

定义 差分 算 子 ， 二 阶 差分 算 子 A 定义 为 

Ault )=A,A u(r) =u(a-+ 2z)—2u(a+z2)+uC(rz). 
等 式 


k k 1 <— JNA? 
A,u=(1/2 Bawa 202? JAZ u (41) 
AD RTE RAE. 
TA BRN h ER w 的 范 数 等 价 于 
fjalast B f lle IAD) ldol (42) 


jal=m 
而 由 定理 7. 48, W"?(R") 中 久 的 范 数 可 以 表示 成 如 下 形式 : 
fulan t So | leerd] .1A:Dw(z)lzazf “ ，(43) 
la :i =m 
显然 , (42) 被 (43) 的 常数 倍 界 住 , 我 们 必须 再 证 明 反面 的 断言 ， 
因此 设 wECF(R"), 利用 (41), 我 们 有 


| lda| |A,Dru(x) pae}? 


<(1/2% Sf z| dz| |A; Du(z) | dar | 


l/p 


1 (1/2) f jap rede] (A2 Duley del 2 
ty / rif ‘ ， “Dus)| al 


-a 17p 


=(1/2* 7”) | Ra lo] edo] |A Dult) rda! 
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+7 Dae) {J iefraof asp jaat ”. 


(在 第 一 个 积分 中 作 了 赫 换 = 2'2, 在 第 二 个 令 p=) 因为 s 
是 非 整数 ,我 们 有 o<1, 因此 天 可 取得 充分 大 使 &(1 一 zc) 二 1， 尔 
后 推出 (43) 被 (42) 的 常数 倍 界 住 ， 因 CROA BY? (R") AR, 
引 理 得 证 . 四 
7.69 若 s 是 整数 而 ?2=2， 空 间 WR m BR) 重合 对 
PA2, s 是 整数 , 它们 相 异 , 但 对 任 > 0, 我 们 有 
Were?(R") Be? (R*)>W*?(R") FF 1< pe 
Be? (R")>W*? (R") Bet (R") # p2. 

人 们 对 空间 BY? (及 ") 有 兴趣 在 于 它 的 候 人 和 人 特征. “EE RAE“ H 
闭 系统 ”, 同时 填补 了 空间 Wo? (RRA RRS. 
7.70 定理 ik s>0, 1<p<qxoo,l<k<n,k BER. iE 

r=s—(n/p)+ (k/q)>0 
则 

B*? (R")—>B"7(R®). 
RZ, p=q, r=([sp—(n—k)]/p>0, IERA 

Bt»? (R*)->B*? (R") 
成 立 ， 即 每 一 元 素 cB (R*) 是 某 一 元 素 CBs? (R") PR u= 
?| *, 目 满足 

|o; BY? (R") EK | us BY? (RY) |, 

K 不 依赖 于 u- 
7.71 定理 车 s>0,1<p<oo, 1<k<n, ?=[sp— (nk)]/y, 
则 

W*?(R*)>B"?(R*) 
且 反 之 

BR >W? R’). 
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7.72 上 面 的 定义 和 定理 可 以 推广 到 适当 的 区 域 OCR 和 包含 
在 只 中 的 t 维 光滑 流 形 8:， 对 1<p<o0,B*?( 昌 ) 中 的 范 数 是 


ls BO) I=} lula... 


其 中 2 二 {yE0; (zt+9)/2E0). 
7.73 县 有 类 似 于 Besov 空间 侯 入 性 质 的 另 一 空间 是 Nikol’skii 
[49 一 51]31 进 的 空间 H”"?(Q)， 上 有 具有 按 LLCO) EB Holder 条 
件 的 范 数 的 这 些 空间 ， 其 研究 早 于 (分 数 次 ) 到 -或 B- 空 间 并 且 推 
动 了 后 两 者 的 发 展 . 

我 们 再 一 次 令 samt+o,m>0 是 整数 , 0<o<l, HIS 
co 和 QCR", Hu 只 要 范 数 


ius HON =} bal 0 


| A2 Da p 1/2 
+5 sup | PON zl 
全 ,1 T 
octal 


EARRA, M u EF HECO), Eh OO, = (CO; dist(a, bdryQ) 
>2n). I p=co 的 情况 要 作 明 显 的 修改 ， 且 事实 上 H (Q)= 
Be" (2). 类 似 于 引 理 7. 68 的 推理 表明 若 s 是 非 整 数 , 则 HQ) 
的 范 数 中 的 二 阶 差分 A 可 以 用 一 阶 差分 人 代替 , 而 不 改变 空间 . 
空间 H*?(Q) 大 于 对 应 空间 WC), (A e>0, BATH 
Hi? >W?( O)>H (Q). 


空间 H*?(R" FR Besov 空间 一 样 上 共有 嵌入 的 封闭 系统 ， 即 定理 
7.70 中 的 8 处 处 可 代 之 以 卫 而 成 立 ， 强 延 拓 定 至 可 以 对 光滑 有 
界 区 域 上 的 五 -空间 证 明 , FRA TE Be RRA 
其 内 的 光滑 流 形 上 的 迹 . 
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对 空间 五 "?(R*) 和 BY? OR") 的 嵌入 定理 可 借助 这 类 空间 中 
的 函数 用 多 复 变量 指数 型 整 函数 逼近 的 技术 来 证 明 ( 例 如 , 可 参看 
Nikol’skii[49]). 
7.74 或 者 为 空间 本 身 或 者 为 推进 分 析 中 其 它 问 题 的 解决 ， 人 们 
对 上 述 空 间作 了 为 数 众 多 的 推广 ， 我 们 指出 两 个 方面 的 推广 ， 其 
一 在 于 用 加 权 范 数 代替 通常 的 5? 范 数 , 其 二 在 于 在 用 沿 不 同 坐 你 
方向 的 积分 定义 范 数 时 使 用 不 同 的 s, p 值 (各 向 异性 空间 )， 有 兴 
趣 的 读者 可 参考 两 篇 优秀 的 综述 文章 (Nikol skii, [52], Sobolev 
和 Nikol’skii[64]) 及 其 中 的 关于 多 实 变量 可 微 函数 空间 的 全 莪 
的 进一步 知识 的 文献 ， 
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第 八 音 ”Orlicz 空 间 和 Orlicz- 
Sobolev 空间 


引 È 

8.1 在 这 景 后 一 章 我 们 介绍 一 些 涉及 空间 L ORAE Ah 
空间 工 (2) 的 新 近 结果 ， 这 里 通常 由 凸 国 数 1? 扮演 的 角色 由 更 
一 般 的 凸 函数 A(t) 承担 . 空间 LCA) 称 为 Orlicz 空间 ， 它 在 
Krasnosel’skii 和 Rutickii 的 文献 [34] 和 Luxemburg 的 博士 论 
文 [42] 中 得 到 深入 的 研究 , 读者 可 以 参考 它们 当中 的 任何 一 个 , 以 
便 了 解 下 面 概述 的 材料 的 更 完全 的 发 展 ， 上 述 文献 还 包含 Orlicz 
空间 对 非 线 分 析 中 一 些 问题 应 用 的 例子 . 

依照 Krasnosel’skii 和 Rutickii[34]， 我 们 使 用 “入 -函数 ”类 
中 的 国 数 和 4 来 定义 Orlicz 空间 ,这 个 类 不 如 Luxemburg[42] 使 用 
的 Yourg 函数 类 广阔 (还 可 参看 O”Neili[55]); 例如 , EMA Orlicz 
空间 中 排除 了 工 (0) 和 ZL”(Q), 但 入 -函数 便于 处 理 并 对 我 们 的 
目的 是 足够 的 , 仅 在 定理 8. 35 的 证 明 中 , 必须 援引 更 一 般 的 Young 
pA ax: 

车 在 Sobolev 空间 W"? (Qe LO) Pw AeA 
Orlicz 空间 La( 2) RE, BMS lid A WLC) 并 称 为 
Orlicz-Sobolev ¥ ù, Sobolev 空间 的 许多 性 质 主要 地 由 Donald- 
son 和 Trudinger [22] 推广 到 Orlicz-Sobolev 空间 .本 章 我 们 
介绍 一 些 这 类 结果 . 

指出 Sobolev RAZA 5. 4 中 的 一 个 空隙 可 以 由 考虑 Orlicz 
空间 而 被 填补 也 多 少 有 些 兴趣 , 明确 说 来 , 该 定理 情形 8 对 R” A 
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“正则 ”区 域 吕 上 的 Ww?( 人 ) 当 mp=n 的 嵌入 没有 提供 “最 好 的 ” 
目标 空间 .我 们 对 p 志 gq 达 有 WW"*?(0Q)->27(0), [E WCO) 
PL? (Q), 在 定理 8. 25 中 构造 了 一 个 WwW? (2) 到 一 个 Orlicz 空 
间 的 最 佳 嵌入 ， 这 个 结果 属于 Trudinger[ 66], 


N-A% 
8.2 设 a 是 定义 在 [0, ©) LAA PITH SR 
(a) a(0)=0, 当 1>0,0(t)>0, lima(t)=00; 


(b) a 非 减 , 即 s>t20 28 iH a(s) Salt); 
(c) a HE, 即 若 t20, 则 lim a(s) =a(t) 


则 由 下 式 定义 的 [0, co) 上 的 实 值 函数 
A(t)=| aed (1) 


PAN -BR, 
AR HE SS UE FE AAT Ik EF BY -A A BT TE: 
Ci) 4 在 [0, ce) 连续; 
Cii) A 严格 增加 , 即 s>t 0 Ai A(s) > A(t); 
(iii) A Æ hég, BI s, t20 且 0 二 4 过 1 W 
A(As+ (1—A) t)<AA(s) + A) ACE); 
(iv) lim A(t)/#=0, limA(t)/t = 003 


(v) # s>t>0, Ml A(s)/s>ACt)/t. 
ERG, (iii) 和 (iv) 可 被 用 来 定义 入 -函数 , 因为 由 它们 可 推出 4 
通过 具有 性 质 (9) 一 (ce) 的 a 的 形 如 (1) 的 表达 式 的 存在 性 . 
下 面 是 X- 国 数 的 例子 : 
A(t)=t?, 1<p<oo, 
A(t)=e'—ét—1, 
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ACt)=e6—1, 1<p<co, 
A(t) = (1+ #)log(1+#)—t. 


显然 AGREE o =a(r) Fh r=0 Bl =e 的 面积 表示 (图 
8). A 的 图 形 中 的 直线 段 对 应 a 的 常数 区 间 ， 而 4 的 图 形 的 角 点 
对 应 a 的 图 形 的 不 连续 ( 即 垂直 跳跃 ) 点 , 
8.3 ”给 定 满足 (9) 一 (0) 的 64, 我 们 定义 


a(s)= sup t. (2) 
不 难 验证 这 样 定义 的 也 满足 (4) 一 (ce) 并 且 a 可 由 名 依照 
a(t)= sup s (3) 


Gl 


来 复原 (车 & 严格 增加 , 则 &=471). 由 
AG) =| (Der A(s) =| a(o)de (4) 


给 定 的 N-B AF A PRE ah; 每 一 个 称 为 另 一 个 的 补 (N- 
R. 
下 面 是 互补 对 的 例子 : 
A(t)=t?/p, A(s)=s?'/p 1<p<oo, 
(/p)+ A/p') =1; 
A(t)=e'—t—1, A(s)= +s) log(1+s)—s. 
4(s) 用 图 形 "=a(r) [或 更 正确 地 说 *=5(c)] 左 边 从 =0 
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到 o=s 的 面积 表示 , 见 图 9, 显然 我 们 有 
st <A(t)+A(s), (5) 
(5) 称 为 Young RER, HHNH t=A(s) Mw s=alt i (5) rh 
号 成 立 ,把 (5) 写 成 形式 
A(s)=st—A(t), 
并 且 注 意 当 =#(s) 时 出 现 等 号 , 我 们 有 
A(s)=max(st—A(Z)). 


ARRATE A Heh - ae A Bye ML, 
因为 4 和 4 严格 增加 , 它们 有 反 函 数 且 (5) 蕴 涵 对 任意 to 
A A LACAT ODAAT A) =21. 
另外 , ACE )<ta(t), 再 考虑 网 9, 对 t> RNA . 
A(A(t)/t)<(A(t)/1) t= A(t). (6) 


(6) 中 ACHEI t, RITE 
ACt/A- (LN Ht. 

因此 , 对 任意 tO 我 们 有 

EA (DA O2. (7) 
8.4 我们 将 需要 六 - 逻 数 之 间 的 一 些 偏 序 关系 ， 若 4 和 B 是 岗 个 
六 -两 数 ,我 们 说 B 全 局 控制 4, 只 要 存在 一 个 正常 数 使 

A(t) <B (ki) (8) 
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对 所 有 20 WS, UP BAA PRE A, 车 存在 正常 数 
和 to 使 (8) 对 所 有 bt 成 立 ， 两 个 入 -函数 4 和 B 称 为 是 全 局 
(或 在 无 穷 远 附 近 ) 等 价 的 ， 若 其 中 每 一 个 全 局 (或 在 无 穷 远 附近 ) 
控制 另 一 个 , UDA 和 五 在 无 穷 远 附 近 等 价 , 当 且 仅 当 存在 两 个 正常 
Be hey, hey AM to CERF tlt, Ml Bk t)< ACL) Bt), Æ 

0<lim apy 
则 必 是 这 种 情形 . 

# AIBA BAAN - MRAM B, 则 互 全 局 (或 在 无 穷 远 附 
近 ) 控 制 4， 当 且 仅 当 4 全 局 (或 在 无 穷 远 附 近 ) 控 制 B. ”类似 地 ， 
4 和 五 等 价 当 且 仅 当 所 和 五 等 价 . 

8.5 车 下 在 无 穷 远 附 近 控 制 4， 而 4 和 B 不 是 在 无 穷 远 附 近 等 
价 的 ， 则 说 4 本 质 上 在 无 穷 远 附 近 增 加 慢 于 B， 当 且 仅 当 对 每 一 
k>0 

Lm BC) K 
会 出 现 这 种 情形 ， 读 者 可 以 验证 (9) 等 价 于 条 件 

Lm) 
令 1<p<co。 此 后 我 们 用 Ap 表示 入 -函数 

AAt)=t7/p, OSt<o0. (10) 

若 1<p<g<co， 则 hs 本质 上 在 无 穷 远 处 附近 慢 于 Ao， 但 A 不 
全 局 控制 4i. 
8.6 一 个 六 -函数 被 说 成 满足 全 局 As- 条 件 ， 假 若 存 在 一 个 正常 
Be k 使 对 每 一 #0, 


AC2t) <kACt), (11) 

易 见 当 且 仅 当 对 每 一 ?>>0 存在 一 个 正常 数 龙 =%(7) 使 对 所 有 
t 之 0 
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A(rt) <kACt) (12) 
时 (11) 成 立 ， 类 似 地 , 说 和 4 在 无 穷 远 附 过 满 足 A,- 条 件 , 假若 存在 
to 二 0 使 (11)5 或 等 价 地 (12)， 对 7>1I] 当 之 如 时 成 立 ， 显然 加 
可 用 任何 更 小 的 正 数 t RE, A SES ill 
ACTE) STAC) ADJA). 
E 4 满足 全 局 (或 在 无 穷 远 附近 )A,- 条 件 旦 车 8B 全 局 (或 在 无 
穷 远 附近 ) 等 价 于 A, MBI E A*- 条 件 ， 显 然 N-AR A(t) = 
t? /p,l<p<co 满足 全 局 Az- 条 件 ， 可 以 验证 ，4 满足 全 局 (或 在 
无 穷 远 附 近 )As- 条 件 当 且 仅 当 存在 一 个 有 限 常数 c 使 
(L/e)ta(t)<A(t)<ta(t) 
对 所 有 ! 之 0( 或 对 所 有 tet) >0) Bear, 其 中 4 由 (1) 给 


Orlicz 空间 


8.7 设 人 是 及 "中 的 一 个 区 域 而 4 是 一 个 广 - 国 数 . Orlicz 类 
K(Q) AE LEQ ERWE 


| 4Cu(z)|)dr<co 


的 可 测 函 数 ( 的 对 如 上 a e 相等 关系 等 价 类 )w HBA, AAS 
的 ,4( 介 ) 总 是 函数 的 山 集 ,但 它 未 必 是 一 个 向 量 空间 ; 例如 可 以 
存在 wEK4(Q) 和 4>0 使 Nu&K4(0). 

我 们 称 二 元 对 (4, 9)A- 正 则 , 假若 

(a) A 满足 全 局 A:- 条 件 ,或 

(6) A 在 无 穷 远 附近 满足 A,- 条 件 且 但 有 有 限 体 积 ， 
8.8 引 理 六 (2) 是 一 个 癌 量 空间 (对 于 乏 点 相 加 和 数 乘 ) 当 且 
RAA, QÈ A- 正 则 的 ， 
证 明 因为 4 是 凸 的 , 我 们 有 

Gi) 只 要 wEK4(22) 且 411, MwEK (1), 
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(ii) 车 weEK4(Q) MRA E— WH A, AWEK (O), Ml u, vE 
KQ) M utock ,(Q). 
这 就 推出 : 24 ARRUEK OH A > 1A RAUCK 4 C), K) 
是 一 个 向 量 空间 
”车 4 满 足 全 局 As -条 件 且 14|>1， 则 由 CDHE OR 
们 有 
[AC Aue) Dde<e(ap| ACu(2)dde<co. 


类 似 的 , 若 4 满足 在 无 穷 远 附 近 的 A, -REVIA <o, XA] > 
1, “EK (Q) FIE— to>0, RATA 


| ,ACauczybae=({ JAU uC) Das 
<kCAD| AC ae) de + A t,) VOLQ oo. 


由 此 看 出 在 两 种 情形 KK,(8) 都 是 向 量 空间 . 

现 设 (4, Q) 不 是 A- 正 则 的， Æ Yol8 过 oo, 还 设 如 >0 HE, 
存在 正 数 序列 {tj} 使 

G) A(2t;)>2/ACt;), H. 

Gi) Æ volQ<oo, tj t>0. 
BRO OND BANA TEE AE 


diju) eg) | 0 


T #5 val = co 
ya TA (te) VOIR /25A(t;) 若 vol9 一 oo， 
令 
ti Etel; 
w=, #eea~(U 25). 
了 一 
则 


| AC|u(2)| de= STAC) vol, 
a gat 
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_ p F volQ =% 
(4(tovolQ Æ voLQ<oo, 


| AC 202) de> SOZA (t;) VOLO; = 00 
a f= 


于 是 及 (0) 不 是 一 个 向 量 空间 . E 
8.9 Orlicz 空间 LAC(Q) 被 定义 为 OQrlicz 类 K (Ot, BI 
包含 及 A(9) 的 最 小 向 量 空间 (关于 逐 点 加 法 和 数 乘 ). PRL, CQ) 
由 元 素 wEK4(Q) 的 所 有 数 积 Au 组 成 ， 于 是 K (Q)CL, (2); 当 
且 仅 当 (4, 8)A- 正 则 , 这 两 个 集合 相等 ， 

读者 可 以 验证 泛 函 


ful a= [ulao = int fe>0; |. A( HEN Vinca} (13) 


是 工人 (2) 上 的 一 个 范 数 .〈 这 个 范 数 由 Luxemburg[42] 引进 . ) 
št lela > 0, (13) 中 的 下 确 界 可 以 达到 ; 事实 上 , 在 不 等 式 


| .4( arcs (14) 
rh AY ke eb a lull, 由 单调 收敛 定理 我 们 得 


(15) 中 的 等 号 可 能 不 成 立 , 但 车 (14) 的 等 号 成 立 , 则 = jula 
8.10 定理 L (2) BLAIR (13) Banach 空间 . 

完备 性 的 证 明 十 分 类 似 于 在 定理 2. 10 中 给 的 空间 L? (0) 5% 
备 性 的 证 明 , 细节 留 给 读者 ，[ 我 们 注意 车 1<p<<co AL A, 由 (10) 
给 出 , 则 

L (Q) =L, (Q)=K4,(Q). 

FFA ful, =p jula. J 
8.11 若 4 和 4 是 互补 VN- 函数 ,Hilder 不 等 式 的 一 个 推广 
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| KOLOLO EIRT io (16) 


可 应 用 Young 不 等 式 (5) 于 |w(7)| /lel Al ocz)| ol QE 
积分 而 得 到 . 

下 述 对 Orlicz 空间 的 初等 企 入 定理 与 引 理 2.8 相应 的 结果 
类 似 . 
8.12 定理 当 且 仅 当 

(a) B 全 局 控制 A, 或 

(b) BE Bia Wr 1 fil AB volO<co, KA Ls (Q)> 
La CQ) RSL. 
证 明 ACC) <BR) A t20 RAER CLA); 则 


| A <, i <t 


于 是 u€L (2) A ul aku s. 

# vol Q<co, 4 4,=A'((2v0lQ)"'). FBEGAIAMIE 
控制 4, 则 存在 正 数 to 和 天 使 对 tt, A ACL )<B(kt), BIR 
tA 

A(t)<K ,B(kt), 
其 中 K,=max(1, A(t) /B(kt,)). FAE uC; (A), FQ" (u) = 
{wEQ:|u(rz)/2K klu] <t}, Q” (u) =Q~0' (u), M 


Gr Ji 庆 


Sradha de | f D) a( Tiel * 
heh pe 


于 是 UCL (A), Bhula 24K July. 
反之 , 设 无 论 是 (9) 还 是 (5) 都 不 成 立 , 则 存在 点 H> 使 
AC SBC jt;), j=l, 2, see 
© 279 + 


当 vol <w, 我们 可 设 
i §;2(1/7)B'(1/volf2). 
令 8; 是 的 体积 为 1/8(jt;) 的 子 区 域 , 令 
TOi 车 sE; 
0 F EONA; 
则 


| 4Ca(@)i/pdae| Bule) dz=1. 


Fe luile=1 Blas) Ss, ZH D (OREKA LQ). Ol 
8.13 我 们 说 L498) 中 的 函数 序列 wi 平均 收敛 到 wEL4(), F 


lim| AC|uj(2)—u(2) Daz=0. 
A yeu tea ert O<e<l 有 
| Adua) ulz) do<e) AC uj(2)—u(2)] /e)de, 


由 此 显然 Z.4(2) 中 的 依 范 数 收敛 荀 涵 平 均 收敛 , 4 4 
(A, 2) 是 A- 正 则 时 , 其 逆 成 立 , 即 平均 收敛 草 洱 依 范 数 收敛 . 证 明 
与 引 理 8. 8 的 类 似 , 将 其 留 给 读者 . 
8.14 MEQ) 表示 上 有 界 且 支 集 在 介 有 界 的 函数 % 的 空间 . 
在 Ls(Q) 内 的 闲 包 , 若 wEKs(Q), 则 由 

u(t) = 4la(s)|<j Hiel<j,eeEQ 

soi KA a7) 

定义 的 序列 {w} 在 Dae. We 因为 Alul) — ula) 
A(|uCr)|), 由 控制 收敛 定理 ww; 在 La) PEKAR u 因此 车 
(A, 2) 是 A- 正 则 的 , W B.(Q)=K,(2) =L,(Q)#(A, QAE 
A- 正 则 的 , 我 们 有 

EA Q)CK (Q)SL,(Q), (18) 
于 是 在 这 种 情形 B4(2) 是 工 (2) 的 一 个 真 闲 子 空间 , 为 验证 (18) 
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中 第 一 个 包含 关系 , 令 wEB4(9) 给 定 ， 取 有 界 且 支 集 有 界 的 函数 
满足 lu 一 oj <5, 利用 4 的 西 性 和 (15) 式 , 我 们 得 


mnl AC 2uCa)~20(2) Dds 


<| A (ae 1 


因此 2u—20EK ,(Q). 2) 2w 显然 属于 天 4,(2) 而 Ku (OEM 
集 , RIEU = (2u—20) + (20) RF Ka (A). 


8.15 引 理 FAQ) K(QHRAREF SIA, 

TER RSE K,(CQ)WRETS m Svcs. WS TE PR A, 
AEK, (Q). 车 s>0 而 由 由 (17) 式 给 定 ， 则 前 节 已 指出 %y1e 在 
Z4(2) 中 平均 收敛 到 w/e, 因此 对 充分 大 的 jo 


| AC usCe)—w(2)| fede <t, 


AT u Ze L,(Q) OH u, FE SCEO). M 
8.16 ”定理 KORAREM, 又 设 入 -函数 4 在 无 穷 远 附近 增加 
本 质 上 慢 于 B, 则 
La (2)>E, (Q). 

证 明 A (O>) 业已 建立 ， 我 们 只 需 指出 LOC 
E, (Q). 因为 La(0) 是 Ks(Q) 的 线性 包 而 4(Q) 是 K (OHR 
大 线性 子 空间 , 只 需 指 出 每 当 wEKs (0Q) 和 是 一 个 数 ， 就 有 uE 
Ka(Q)， 但 存在 一 个 正 数 to HE ACA <BCt) 对 所 有 t> t 成 
立 ,于 是 

| Allauca) de= $| 


EEAS | | 
x AC{Au(2)|)da<A (lal tn) vol + | B(\u(z)|)dr<oo, 
ün 
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因此 定理 得 证 . i 


Orlicz 空间 中 的 对 偶 
8.17 5| 理 HEHEH ELI), H 
L,(u) =| wz)e(z)az (19) 
定义 的 线性 泛 函 属于 [L(GQ2)1. FAIL, 表示 它 在 该 空间 中 的 范 
数 , 我 们 有 
{vo la<[L,|<2[e]z. (20) 
证 明 由 Holder 不 等 式 (16) 推 出 若 &EZ (2), Wy] 
| Lp(u) [2 lolz. 
从 而 L, Æ £,(2) LAR (20) pe TREY. 
为 建立 第 一 个 不 等 式 可 设 在 LG (2) v0, AIL, | =K>0. 


(AMD u voz 
当 v(x)=0. 


令 


u(r) = 


$2 ful 1, 则 对 充分 小 的 se>0 我 们 有 
1 CON 
fara), ADS] aE). 


4 e>0", 利用 不 等 式 (6) 我 们 得 
bl.<| A(lu(z) |de= me (aa 


<| 4 OP tee 7 ulr yola yda Lula. 


这 一 矛盾 表明 [sj a1. 今 有 


q (lyzl 
(Le = so 到 的 > 人 je 
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于 是 
| 5 ey ae (21) 


PA 
MA lels] 
我 们 注意 当 L Ral RAE 4(9) 时 引 理 仍 成 立 ， 此 时 为 得 
到 (20) 中 的 第 一 个 不 等 式 ， 取 上 ,| 是 LZ, 在 D] 中 的 范 数 ， 
ERER HAI u RA Xu, Xn 是 On = ER: en A fur)! 
<n} WORE. 显然 Xu 属于 ECO), |X et) <1 而 (21) 变 为 


| > (DAE Nae. 


因为 YX， FEO a.e. 增 加 收 敏 到 1, 由 单调 收敛 定理 得 


|, AET es 


FEMA jolas] l. 
8.18 定理 £,(2) WAS, (DT A BIR Ll), 
证 明 我 们 已 经 指出 每 一 元 素 ocella) 由 19) 式 确定 既 在 
Za4(44) 上 又 在 五 (2) 上 的 一 个 有 界线 性 认 函 , 两 种 情形 下 其 范 数 
Hileli 至 多 相差 因子 2, 余下 要 指出 的 是 Z) 上 每 一 有 界线 性 
ZAIRE veL (8) 有 形式 L. 

iz LELE, (82)] 给 定 ， 我们 由 

A(S) =L(X a) 

在 有 有 限 体 积 的 O 的 可 测 子 集 上 定义 一 个 复 测度 4， 其 中 ys 是 
S 的 特征 消 数 ; AA 

| AC XaCz)1A-! Q vols) >da =| Gyvoleyaz=1， (22) 
我 们 有 

[ACS) SIEI sla = LIEi/A /vol8)]. 


因为 右 端 随 volS ATS, WEA 对 于 Lebesgue 测度 绝对 连续 ， 
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Hy Radon-Nikodym 定理 1. 47,4 可 表 成 形式 
MS) =| (ede, 
其 中 ”在 号 上 可 积 ,于 是 
L(u) =| wx(z)e(z)az 


At PY UN Sy Ae Be u 成立， 

Be uk (2), TFB) a. e. ese Fl w 的 可 测 简单 函数 列 刀 在 名 
WELS luc). Hl aj(e)o(s) | a. e Woe Fl uao), 
H Fatou 引 理 1. 44 得 


fue) oe )da | <sup | uj(2)v(2)|de 
=sup |L( |u; |sgnv) | <| L]suplu;] a< 1L] fal. 
ER PEI A 
: E(w =| (eyele jds 


在 Bs(Q) 上 有 界 ， 由 引 理 8.17 后 的 注释 知 2ELz(Q). A L 
和 工 在 可 测 简 单 函 数 上 取 相 同 的 值 , 它们 组 成 一 个 在 已 (只 ) 中 笛 
密 的 集 [ 见 定理 8. 20(4) 的 证 明 ], 故 两 泛 函 在 (人 ) 上 重合 而 定 
PAARL. E 

Hahn-Banach 延 拓 定理 的 一 个 简单 应 用 指出 若 E) 是 
Z4(2) 的 一 个 真子 空间 [ 即 , 若 (4, ORE A-E N], 则 存在 一 个 
Ls( 介 ) 上 的 有 界线 性 泛 函 对 任何 vELz( 0) 不 能 由 (19) 给 出 ， 作 
为 一 个 直接 推论 我 们 有 
8.19 定理 当 且 仅 当 (4，9@) 和 (4，8) 都 A- 正 则 时 D402) 
BR. 

我 们 略 去 orlicz 空间 一 致 凸 性 的 任何 讨论 ,这 个 题目 在 
Luxemburg 的 论文 [42] 中 讨论 过 。 
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可 分 性 和 紧 性 定理 


下 面 我 们 推广 近 近 定理 2, 13, 2. 15 和 2. 19, 
8.20 定理 (a) Co( 8) 在 有 (日) 中 稠密 
(D) 有 (2) 可 分 . 
Co) AS, 2.17 FHS ABET, 则 对 任何 EEO), 
我 们 有 lim J xu =u Ze B4(Q)), 


(d) Co EEQ) PRR, 
WEBA 《〈e) 可 用 定理 2. 13 中 使 用 的 同样 方法 证 明 ， 首 先 用 简单 函 
数 对 wEB4( 如 ) 进 行 逼近 时 , 我们 可 以 假设 % 在 但 有 界 且 有 有 界 支 
集 ， 这 时 ,为 指出 简单 函数 依 4( 0) 中 的 范 数 收 敛 到 %， 而 利用 控 
制 收敛 推理 是 需要 的 (细节 留 给 读者 ). 

由 在 定理 2. 15 中 给 的 同样 的 证 明 可 由 (a) 推出 (5)， 现 考虑 
40)， 若 w€EB4( 昌 ), 令 4 在昌 外 为 零 而 把 % 延 拓 到 及， 令 

vEL7( 12), 

则 


MORONE )az 
<| TO] ute—ey) —u(2)| |0(2) Ide 


S21o 40) TD es ul aay, 
这 里 利用 了 Holder 不 等 式 (16), 并 令 ws(z) 一 wz--eg)， 由 (20) 
和 定理 8. 18 


|J xu ulao = sup 


loig os! 


| ,Cruz) us)) oz) 


<2{ Thu aa. 
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给 定 6>0， 我 们 可 找到 ECo( 日 ) 使 |w 一 而 4,o 二 5616. 显然 
lirila o<0/6, WARODE, laila o<0/6 对 任意 
y: ly <1 an, FR tuul ao <d 面 (c) 被 建立 . 

(gd) 是 (sc) 和 (c) 的 直接 推论 ， 国 

我 们 注意 £12) BAA 4 iy, RAR DC 2) SEO), 即 除非 
(A, 2)#% A- 正 则 的 ， 这 个 事实 的 一 个 证 明 可 在 Krasnosel’skii 
和 了 Rautickii 的 著作 中 找到 ,[34, 第 下 党 ,定理 10,2.] 

8.21 一 个 可 测 函 数 序 询 wj 被 说 成 在 人 上 依 测度 收敛 到 冰 数 义 ， 
只 要 对 任意 e>0 和 6>0 存在 一 个 整数 入 使 当 IO UA 

vol {EQ : |u(7)—u(7)|>e} 6, 
显然 这 时 亦 存 在 一 个 整数 入 使 当 j, k> N N 

vol {XE Q: |u; (r) u, lr) De} <0. | 
8.22 定理 设 人 的 体积 有 限 ,又 设 和 NN- 函数 B 在 无 穷 远 附 近 本 质 
上 增加 比 和 4 更 慢 ， 车 序列 {w;} ELLA) 中 有 界 并 且 在 人 上 依 测 
HE Weer, MEE Ls (2) Fh ee. 
证 明 国定 > 0 而 令 2,02) = [uleule BAR TE 
LC Q) PRRs emi lose lans K. SEEE 如 ， 使 当 t> ty 
有 


B(t)<4A(t/K). 


4 6 二 1/4B(t0), 并 令 
Qnr= (CEQ? |05,,(2)| SB 1(1/2v01 Q)}. 

Fl as} He Ee ke, FE LE ER NEY j, REN 有 via 
& 

Qi = {EQ 542 [VCE] Sto}, 

23 n= Qe ~ yy 
对 j, kN RNA 
。286 。 


| BOYE) )dz =(f a fa, 
tfan JE |¥j,4(2) | )ar 


<p te (Pa ae + act) < 
a 


PAE wu: || aoe, Mitt {us} E Ll Q) pike. & 

当 我 们 希望 推广 Rellich-Kondra chov 定理 6.2 到 Orlicz- 
Sobolev 空间 的 典 入 时 将 会 用 到 下 述 定理 : 
8.23 定理 设 Q 体 积 有 限 ,又 设 入 -函数 8B 在 无 穷 远 附近 本 质 上 
增加 比 4 更 慢 , 则 LC Q) MEM ARLES AE L'( 2) pies, 
则 它 在 Za(9) 中 亦 淮 紧 . 
证 明 因 介 体积 有 限 , 显 然 L4( 人 ) 一 (OQ). 若 人 2 是 5 中 的 一 
TEIL CATA UEL) p ees LER AE uu, FE 
E'(Q) prea, 令 *，6>0， 则 存在 一 个 整数 六 使 当 j 宇 入 Alu, 
~ulino Sed, FRE volre: juj(2)—u(z)| Se} <6, FE {uj} 
E EARS, AIEE LC) pike Of 


Sobolev RA ZIM —Th RRA 


8.24 #mp=—nH p>1, Sobolev RA Æ M 5. 41E BH 
wm? (QO) ATCA AM Reef GIRE RRRA. ate 
GENOA | 
Wm? (Q)>L1(Q) P<, 
{8 COL Bl 5. 26) . 
W™? (Q)EL"( Q). 

GRAB rails AA ass Orlicz 空间 , 则 可 找到 最 好 的 目标 
空间 ， 我 们 首先 考虑 有 界 区 域 吕 ， 下 列 定理 当 m=1 时 的 情形 已 
şk Trudinger[66] #457, 
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8.25 定理 设 只 是 有 "中 一 个 有 锥 性 质 的 区 域 . 设 mp—n Ap 
>1. 令 
A(t) =expliv@-™] —1 =exp[t?/(?- 说 一。 (23) 
MEERA 
W™?(Q)>Ls(Q). 
证 明 设 xE8, CC 是 包含 在 如 中 顶点 在 xz 的 一 个 有 限 锥 ， 设 
acC” (Č), IAR SS uyt t(@—y)) BJA Taylor 公式 


£20) 
f(1)= 三 ET 


f (1—#)" 4 f™(t)dt, 


f(t) S ËD'ulyt te y))(a—y)*, 
jal=j 
我 们 得 


los SO ŽID) |e y|'! 


laicm—1% 


+S | 一 引 | (2) |Deu(y+ t(@—y)) | dt. 
ne 
AV Ah SHE C 的 体积 和 高 ， 用 (p,0) 表 示 EC 的 原点 在 z 的 
球面 极 坐 标 , 这 样 C 用 0<p<h,0CD 表示， 体积 元 dy 写成 形式 
pt 'a(@)dpdé, 而 
nor ln) ldy<$ Sy AX] Duod 


la|<m-1 “ 


FDA ooa or ap 


了 人 


i oe 


<Kfluln- et Z | oo)ae| p'ap 


lalem” > 
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x [ a7 Duo, 8) do 
=K f fulmi + DJ cea 


x [ert Deuce, 8) 148} orao} 
0 i 0 


SK, luloset D | eer aad. 


mn elz—a|""™ 


由 稠密 性 ， 上 面 的 不 等 式 对 所 有 EWO) 成 立 ， 特 别 ,对 任何 
ueW™? (0) 和 几乎 所 有 的 XEQ ,我 们 有 
ju(2)|<Ka) ulni 十 =| aes l, 


jal=m a|e—y 
其 中 Ks 依赖 m,n PIRRE Q SERE RERS h AHER V. 
我 们 希望 对 任意 o> 1 估计 lulos ME, Æ vEL"( 9)， 
s' =s/(s—1), il 
| Iu@)o(e)|de<Kiluln rs | [olde 
[Duy 12)! ay 
+ Ke PHAN yim yan 


lal=m 1z 一 


SKE, ,lvl (volQ )1s ‘ 
ea) un 
+s DY Tenge nes 


[al=m 


[ey e 
今 由 引 理 5. 47 我 们 有 当 0<v<n 则 


| rE, vo) em 


事实 上 细 察 引 | 理 的 证 明知 K.(r,n)=K,/(n—v), Ki RR n. 
因此 
| | PO) yg Kaom] {w(x) | dx 


ole—yl 
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<Kss(vol Q) aD] y] a ar 


又 有 
|D°uCy) |? |o(z)| 
| | Tey ee a nys tyda 
1 l/s 
a, Pd ， 1 
<f 2 u(y) | y le loss f [Ta 
<| Duli, ol oo... (K (vR) y. 
因此 


Í, | u(x ox) Nar Ke julm- initio (vR) 


+ Ke > s2? Dull ose] los (VOD). 


lal=m 


KA s> B WoW), FE 


| luce o(2) de 
[oe sup hw 
<K78°?-!/? (yolQ)/*] ull ap, 
常数 K, SUR m,n 和 确定 只 的 锥 性 质 的 锥 . 令 s=nk/(n—m) 
= pk/(p—1), RUA 


| ulej -devol A a i} {Kal mp} 22/622 


k (p-1)/p pki(p-1) 
=vol9 =a eK (5) Iulm } ; 


因为 e197-?>e, BMS (L/h kl ere) We Be — A BRA 
k=1 


K,, 4 K,=max(1,K,volQ)H4 
Ky =eK.K,[p/(p—-1) 12? Julm, p= Kis fel on, 
则 注意 到 Ky >>] 和 了 /GD 得 


CEDIDA volQ k k 
RG dagen sear) 
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Bete) 
展开 A(t) BRR, 我 们 得 
[A 


LQ ko ` 
(a ) <t 
因此 x€EL4t 人 2) 且 


lula SE o= Ky, ||| mae, 

其 中 KL RRIF n,m, vol. O 和 确定 虽 的 锥 性 质 的 锥 . 目 

上 面 的 定理 建立 的 嵌入 在 下 述 意 义 下 是 “最 佳 可 能 "的 ， 即 若 
存在 一 个 形 如 

Wo? (Q)>L5(2) 

AKA, WA 在 无 穷 远 附 近 控制 B， 这 一 事实 对 情形 mr =1, n=p 
>1 的 证 明 可 在 Hempel 等 的 注 记 130] 中 找到 ， 一 般 情形 留 给 读 
者 作为 练习 . 

定理 8. 25 可 推广 到 分 数 次 空间 ， 对 这 方面 的 结果 ,读者 可 参 
考 Grisvard[28] 4 Peetre[56], 
8.26 若 只 无 界 ( 有 锥 性 质 ) 从 而 体积 无 穷 , 则 由 (23) 给 定 的 六 -于 
数 在 零点 可 能 减 小 得 不 够 快 ， 以 致 不 能 保证 每 一 wEW™? (2) 
(mp 二 %) 是 Li(0) 的 成 员 。 设 是 满足 如 宇 p 一 1 的 最 小 整数 并 
定义 修改 了 的 人 入- 隙 数 A 如 下 : 

Ay(4)= exper“) — S /jt 


j=0 
WA A, 在 无 穷 远 附 近 等 价 于 4， 于 是 对 体积 有 限 的 任何 区 域名 ， 
L,(Q)FiL. (2) 重合 且 有 等 价 的 范 数 ， 然 而 A 尚 具有 进一步 
的 性 质 , 当 0<r<1 | 
Ao(rt }<crko? (PVA t)<r? A(t). (24) 
. 29] 


我 们 证 明 阁 mp=n 且 吕 有 锥 性 质 (但 可 能 无 春 ), 则 
W™?(Q)>L,(Q). 

象 在 引 理 5.14 的 证 明 中 所 做 的 , FATA ASO eo ae PX. 
MO; 之 和 ， 每 一 2; 有 被 某 一 不 依赖 于 j 的 固定 的 锥 确定 的 锥 
性 质 , 存在 某 两 个 常数 K 和 天, 使 

0<K,<volQj;< Ko, 
H+ HEEB RE R+I 个 子 区 域 Q 的 交集 是 空 集 ， 由 定 
理 8.25 推出 若 weW™? (2), 则 

| 和 2; 委 天 sawoy， 
其 中 Ks 不 依赖 于 FB = Ri’? lala 2,0; | 2% po 利用 (24) 并 利 
AKIR Q; 的 有 限 交 性 质 ,我 们 有 


| (<, Ao( EL” 


ve ul oR Kalule y a 这 就 是 所 要 证 明 的 
我 们 注意 车 加 >2 一 1， 上 述 结 果 可 稍 许 改进 ， 即 Ao EDAN- 
pA Re max(t?, A(t )), 


- Orlicz-Sobolev 空间 


8.27 SR 中 一 个 给 定 的 区 域 介 和 一 个 给 定 的 入 -函数 A, 
Orlicz-Sobolev 空间 W"L,4(Q2), HL4(Q) + Hx eR 
价 类 )x 组 成 : WER |e] <m 的 所 有 a, 它们 的 广义 函数 导数 Du 
WAT L). 类 似 地 可 定义 空间 了 厂 " 有 (48)， 用 与 定理 3.2 
的 证 明 中 所 使 用 的 同样 的 方法 可 以 验证 WD (2) REA TE Be 

Julm, a= ulna,6 = max [D*ull 4c (25) 
是 一 个 Banach 空间 , 并且 WH, (2) WLC — PRIS 
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间 从 而 对 (25) 也 是 一 个 Banach 空间 , 应 当 记 住 , HRA, Q) 
A- 正 则 时 WEA WLO BE, E 1<p<co, ALt) =t? 
WL, (QW Ee, (2) HW"? (2), Se al A BO 
个 的 等 价 . 

象 通常 Sobolev 空间 的 情形 一 样 ， 厂 87Z4(8) Ær) 在 
WLA RRE. [LI WEL), 类 似 的 定义 显然 在 所 有 人情 
形 导 致 同一 空间 . J 

Orlicz-Sobolev 空间 的 许多 性 质 可 由 对 普通 Scobolev 空间 
同样 性 质 的 证 明 的 十 分 直接 的 推广 得 到 。 在 下 述 定理 中 我 们 总 结 
其 中 的 一 些 ， 至 于 证 明 方 法 读者 可 参阅 第 三 章 中 对 应 的 结果 . 细 
节 可 以 在 Donaldson 和 Trudinger 的 文章 [2] 中 找到 . 

8.28 定理 (a) W"h4(Q) 是 可 分 的 (定理 3.5). 

(5) #(A, DA, 9) 是 A- 正 则 的 , 则 

WE ,(2)=W"L,(Q) 
是 自 反 的 (定理 3.5), 
(c) 4p (W"E,(2)) 中 每 一 元 素 工 由 
L(W= D | Deu(2)v,(2)de 


Celalsm 
对 某 些 国 数 ELA), O(a | <m, 4 ih GE 3. 8). 
(d) C°( 2) WE C2) WEA) 中 稠密 (定理 3.16), 
(e) HOARE, WCCO) WE, (2) 中 稠密 (定理 
3.18). 
(f) COCR") 7E WE, CR") BH. FE 
WoL,(R") =WEH,(R") 
(定理 3.18), 


Orlicz-Sobolev 空间 的 谈 人 定理 


8.29 SR, ARE PR ZA WCO) BBA RAR 
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对 Orlicz-Sobolev 空间 W"L,( 2) 40 W7E,(Q) oR Ror. KH 
的 首 批 结果 由 Dankert[20] 和 Donaldson 得 到 ， 跟 定理 5. 4 和 
6. 2 平行 的 一 个 相当 一 般 的 候 和 定理 由 Donaldson #1 Trudinger 
[22] 表 述 , 下 面 我 们 就 来 叙述 它 , 

象 通常 Sobolev 空间 的 情形 一 样 ， 大 多 数 骨 人 结果 是 对 具有 
锥 性 质 的 区 域 得 到 的 .给 出 (广义 ) Holder 连续 性 估计 的 人 戏 入 是 
例外 ， 这 时 需要 强 局 部 Lipschitz 性 质 ， 下 面 一 些 结果 仅 对 有 界 
区 域 得 到 .， 当 涉及 到 + 般 的 Orlicz 空间 时 , 推广 通常 Sobolev 空 
间 的 类 似 结果 到 无 界 区 域 所 使 用 的 方法 ( 见 引 理 5. 14) 看 来 不 能 
采用 直接 的 方式 ， 在 这 个 意义 下 嵌入 的 结果 仍 欠 完备 . 
8.30 我们 暂 只 涉及 W'L,(Q) HRA, WL (2) RR AEE TE 
定理 8.40 中 ， 下 面 人 总 理解 为 是 R" 中 的 一 个 区 域 . 

设 4 是 一 个 给 定 的 立 - 函 数 ， 我 们 总 假设 


“nA t) 
| 各 Sat<oo， (26) 


车 有 必要 ，4 代 以 男 一 在 无 穷 远 附近 等 价 的 入 -函数 以 适合 (26) 
[ 若 人 如 体积 有 限 , 从 区 入 理论 的 观点 看 来 ,(26) 对 4 不 算 什么 限制 ， 
因为 在 无 穷 远 附 近 等 价 的 六 -函数 确定 相同 的 Orlicz 空间 . ] 

还 假设 


| 生生 ec， (27) 


| tf + /rn 


例如 若 A= A, 由 (10) 给 定 ，(27) 恰 好 当 pn 时 成 立 ， 当 (27) 满 
E, 我们 由 


(一 | Soha, 1250 (28) 


Tt/ 


定义 和 4 的 Sobolev HH As. BT 验证 4 E—- Ph N-MK. ZH 
1<p<n, & g=np/(n—p), RITA 
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Aps (E)E tp 1? Att). 
同样 易 见 对 情形 pan, Aue (DERA MISH FN - BB 
e'—t—l. 

在 叙述 第 一 个 戏 入 定理 之 前 ， 我 们 准备 今后 证 明 中 需要 的 一 
个 技术 性 引 理 . 
8.31 引 理 设 xEFiNC2) 且 了 在 R EWE Lipschitz 条 件 . 则 
ge ise(Q), HH 92) =f (lu(z)|), H 

Djg(r)=f'(|u(z)| )sgnu(r)-Dju(z). 

证 明 因为 |u| EWCA) Djlu(z)| =sgna(z Dlr), RX 
正 实 值 函数 入 建 并 引 理 , 于 是 GD) =f(ur)), + Eal) 又 
iej 是 及 "中 的 通常 的 基 , 我 们 得 


一 | fz) DG 


ia faery OaD 


| fue rhe) Fle gery 


h> n 


=lim| Q, p EHD D b(n yar, 


其 中 ,因为 了 是 Lipschitz 连续 的 ， 对 每 一 疡 图 数 RC, DERE 
由 

flv(z+hes)) —f (u(t)) 

Qe = ulx+he;)— ulr) 

F (u(x)) 其 余 
a.e 定义 ,此 外 ,1@( AD oS KK 为 一 不 依赖 于 下 的 常数 ， 泛 
国 分 析 申 一 个 熟知 的 定理 保证 对 天 的 某 一 趋 于 0 的 序列 ，@(，, 有) 
ik L 的 弱 - 星 拓扑 收 敏 到 瑚 (wz))， 另 外 因为 vew' (supp). 
AN E L (supp) rP 


“4 u(a+he;)4u(z) 
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pim ETAIT) 4(2) = Dial) 4(2), 
由 此 
一 | FEDD ad=] f (u(2))Din(z) Bz). 
io HER HS |, 
8.32 定理 设 吕 在 R" 中 有 界 且 有 锥 性 质 ， 车 (26) 和 (27) 成 立 ， 
则 
WL) > (2). 
并 且 , 车 也 是 任何 在 无 穷 远 附 近 本 质 上 增加 比 4* 更 慢 的 人 - 函 
数 , 则 由 入 
WiLs( 0Q) >La( 0) 
是 紧 的 
证 明 由 (28) 定 义 的 函数 s 一 4.(z) 满 足 微分 方程 
A(s) Bm grr, (29) 
于 是 由 (7) 式 右边 一 个 不 等 式 ， 
dEi (s). 
因此 c(t)= [AH 满足 微分 不 等 式 
AT PAB (Colter), (30) 
设 WEW'L (2) HERBE u 在 8 上 有 界 且 在 五 4( 只 ) p 
FẸ, M| 44(lw(z)110)dz 当 4 从 零 增 至 无 穷 时 连续 地 从 无 穷 
减 小 至 零 , MEHR- ERA RADIL X 
J aO, K= pua (31) 


& f(z)=o(\u(z)|/K), TR uEW COM oE lu]/K 的 值 域 
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上 满足 Lipschitz 条 件 ,于 是 由 引 理 8.31, f RE WCO). WE 
理 5.4 我 们 有 了 琴 2)->TY 0) 且 


Ilomo DLK SUD sleet Io} 
=K, fsoz| (ES) |D;ulx)idæ+ | a(g jer . 


(32) 
由 (31) 和 Holder 不 等 式 (16), 我 们 得 


“ie (ED Ni "onan 


bn A o 
利用 (30), 我 们 有 
Maas 
-2 一 Jinf {2>0: | 2( 人 OED Visca. 
设 A>1 则 | 


| AEE Jie] A, (Elis 
1 
T 


2 
<l 


于 是 
eC Le 
A JOJA) t, Mt)=o(t)/t, RARIE FARE 
AR Blimg(t)/h(t)= oO, 于 是 存在 常数 tE tt A Mt) 
<o(t)/2Ky, 4 K,=K, SUP, RO), 对 所 有 CSO 我 们 有 
ot) <(1/2K ;) As G)+(K:/K)t. 


(34) 


因此 
K.f o (Eas + a(k 全 | lua ids 


1 | Ks 
<5 lela (35) 


Job Fs OK BUA Ky = 2K, 11 1a<oo, 
联合 (33) 一 (35), 我 们 得 
1<(2K,/K)(n-D fulna + 5+ (K/B ula 
从 而 


lula, “KSK duh, a (36) 
我 们 注意 Ks 可 以 依赖 m% A, vol Q 和 确定 如 的 锥 性 质 的 锥 . 
为 推广 (36) 到 任意 CWL) 
wr) = =4lu(z)|<k (37) 
sgn u(x) | u(z)| >k, 


显然 ww 有 界 并 由 引 理 8. 31 WAF WL), JE jula BH k 
增加 但 被 Klula 界 住 , 于 是 lim| tla, HK 存在 且 


KSE, felia 
由 Fatau [a 
4.( MD de<tim | adis, 
因此 ae 
2 RRMA 


W'L,(2)>W''(Q2)>2'( 2), 
由 定理 6. 2， 后 一 艇 入 是 紧 的 . pri(9) 的 一 个 有 界 子 集 吕 在 
Lig. (Q) PA RIFR FE Li HER, 由 定理 8. 23， 它 在 Le (Q) 
准 紧 , 只 要 8B 在 无 穷 远 附近 本 质 上 增加 比 4 更 慢 . i 


定理 8.32 可 推广 到 任意 (甚至 无 界 ) 区 域 8, HEW RAW. 
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8.33 定理 设 人 是 R" 中 任 一 区 域 ， 若 入 -函数 4 满足 (26) 和 
(27), 则 

WiLA(0)=>L,,(0). 
HHE, 车 Q 是 只 的 一 个 有 界 子 区 域 , 则 对 任何 在 无 穷 远 附 近 本 质 
上 增加 比 4 更 慢 的 N-AS BRA 

Wo L4(2)>L3( Qo) 
存在 且 是 紧 的 . 
证 明 Æ ucWiLiC CO), 则 前 面 的 证 明 中 的 函数 了 可 用 CoC 2) ch 
的 元 素 在 W (O) REI. H Sobolev 不 等 式 (5.11 节 )(32) 
PA es Tf lo.) 取消 后 成 立 ， 因 此 (35) 不 再 需要 ， 而 证 明 不 要 
求 妇 体积 有 限 ， 锥 性 质 也 不 需要 ,因为 Sobolev 不 等 式 对 所 有 ue 
O05(BR") 成 立 ， 紧 性 的 推理 与 前 面 类 似 . i 
8.34 附注 定理 8.32 在 下 述 意 义 下 不 是 最 优 的 : II A, La, 
未 必 是 环 :74( 82) 可 以 能 入 其 中 的 最 小 Orlicz 空间 .例如 车 AC) 
=4n(t) 三 大 /2， 如 前 面 已 指出 的 ，4* (四 在 无 穷 远 附 近 等 价 于 
e' 一 # 一 1 但 该 入 -函数 在 无 穷 远 附 近 本 质 上 增加 比 exp(1"" 一 1 
更 慢 ， 于 是 定理 8.25 给 出 一 个 比 定理 8.32 更 深刻 的 结果 . 
Donaldson 和 Trudinger[22] 断言 定理 8. 32 可 用 定理 8. 25 的 方 
法 改进 , 只 要 对 p<n, 4 在 无 穷 远 附近 控制 4,， 但 车 对 某 一 p<n， 
A, EAA IGM IS fil A, 定理 8. 32 给 出 最 佳 结果 . 
8.35 定理 KOR 中 有 锥 性 质 , 设 4 是 满足 


[Ae Qae<co | (38) 


1 pint 1)/n 


的 六- 函数, 则 
WLAQ)>CaA(R)=0 0 ND DN). 
证 明 设 C 是 包含 在 2 内 的 一 个 有 限 锥 ， 我 们 将 指出 存在 一 个 依 
HF n, A MORKA RE K 使 
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luls,oK ul, ae (39) 
这 样 , 我 们 可 设 4 满 足 (26) 而 不 失去 一 般 性 , 因为 否则 ， 设 吾 是 一 
个 满足 (26) 且 在 无 穷 远 附 近 和 4 等 价 的 N-AR, M WIL, (C)> 
W'L,(C), 由 定理 8. 12, 嵌入 常数 依赖 于 A, B 和 volc, - H B 
(38), 我 们 将 有 
Julo oS Kluh, 2,0 SEKslul i, 4,0 
今 吕 可 表示 成 一 些 这 样 的 金 等 的 有 限 锥 C0 的 并 ， 
(39) T SRB A 
julo aK yells, 4,0 (40) 
因 4 满 足 (26) 和 (38) 我 们 有 


| Farts aia K, <œ. 


Emr in 
- A 
& 4)=| Sar, 


则 A 一 对 一 映射 [o, ce) 到 [0, K,) big AA Re A, HES 
Ky, 我 们 令 A(t) 二 oo0， 即 把 4 的 定义 域 延 拓 到 (0, ce)， 国 数 .4 是 
所 谓 Young 函数 (参看 Luxemburg[421 或 O’Neill(55]), RE 
不 是 在 8. 2 节 定 义 的 六 -函数 , 易 见 Luxemburg 范 数 
duf,o=inf{E>0; | Aula) /are1} 


仍 是 一 个 在 L”(C) 上 了 跟 通 常 范 数 等 价 的 一 个 范 数 ; 事实 上 ， 

(1/Kq) lulo cS lujen SAAVA] fal... (41) 
并 且 , s= ACREA B29), TEEM 8. 32 的 证 明 可 以 用 
于 这 里 从 而 对 EWL (C) 4 Fi) 

lula eS EKsluli, a,c (42) 

不 等 式 (39) 现 在 即 由 (41) 和 (42) 推 出 . 

由 定理 8. 28(@) 一 个 元 素 EWE (OQ) RQ be ee aR 
依 范 数 和 逼近 ， 由 (40) 推 出 ! 必定 在 号 内 a. ©. 同一 个 连续 函数 重合 
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(参看 引 理 5.15 证 明 的 第 一 节 ). 
假定 可 以 构造 一 个 入- 函数 使 在 0 附近 B(t)=ACt), BK 
穷 远 附近 本 质 上 增加 比 4 更 慢 ， FE. 
z Baral” A “Dap <oo, 


Et lin ft/s 


则 由 定理 8. 16, EWL (OZI WCW 'E»(C), FÈ W'L,CQIC 
OCA), 这 正 是 所 要 证 明 的 . 

因此 只 条 下 构造 一 个 这 样 的 V- 函 数 BL GILL 
z 


IE a= | 所 Dar, 


g+ ¿atn 


RIVIER LIEB S(s >t) MA Bot nF: 

令 ast 且 当 0<i<s, BESA (E), REER $, 
82, 8.1 并 当 OSES 已 定义 Bt), RNBAABRA 
(4 Csa) (因为 4 四， 它 总 存在 ) 的 直线 商 sai 右 侧 延续 
Bt) BB At, kB Bt.) 一 2* A (tL), 因为 lim A` '(t)/t 
=0, 这 样 的 t, 必定 存在 . tea S= tie PRA s= t, 而 
& BUG)=2 0A OAM, As, EMB TA B E 
ii Be—-/> N-A. 而 且 在 0 附近 Bt)=4(t), VB 


t) 
limga) 


BECB MMA me Ane Ra 
[das Aas 


grtn ACRES TA 
2 rs D4-14- (t) 
HEJ, oti 
n+/n 


< 
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=2| oat. 


Da 
这 正 是 所 要 证 明 的 . i 
8.36 定理 KOER ARAJ% Lipschitz 性 质 的 一 个 区 
域 , 若 W -函数 4 满足 


| 和 Mate, (43) 


1 Erin 


则 存在 一 个 常数 玉 使 对 任何 eC, (.2) AE BT EER 
连续 的 ) 和 所 有 zx, yO 我 们 有 
[uz) uD SE A (bar (44) 


lz_yl-n gar 1)/" 


证 明 我 们 对 单位 楼 长 的 立方 体 Q 建 立 (44); 用 引 理 5. 17 证 明 中 
的 方法 可 以 推广 到 更 一 般 的 强 Lipschitz 区 域 ， 象 在 该 引 理 中 那 
样 , 用 从, 表示 只 的 一 个 平行 子 立方 体 , 对 zeE 台 ,得 到 


COO reaf | gradu(z) |dz. 


to 


由 (22), flila.o,,=1/4 ("0o"), 由 Holder 不 等 式 和 (7) 推 得 
| | gradu(z) |dz<2| gradul 4a lIla, o, 


to 


<2|e| naal E toT") 
KLo™ t Julia aA Eo"). 
因此 


zz) 一 于 | u(z)dz 


_ 1 
<2./n o tul naaj 4" Gaga at 


2 oo 一 上 
= | . fae. (45) 
2 T, JEQH o> ja—y|<1, 存在 一 个 子 立 方 体 2,, T, yEQ, Cc 
Q., že Fh yH), 我 们 得 


, 4 - 4 (t) 
jolt) un So padi. 
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Xf le—yl Sl, (44) B40) F433) Sin. B 

8.37 H MRR tO 的 这 样 正 的 连续 增加 的 函数 的 类 : R 
3S OM ERO, # EM, 空间 C0,(9) 由 这 样 的 函数 wEC( 人 9D 
组 成 :% 的 范 数 


[u(xz)—u(y)| 


lC D= Jus CCQ) + sup u(la—yl) 


ER. C,( 2) RELL ERIE RE Banach 空间 ， 上 面 的 定理 断 
A, 若 (43) 成 立 , 则 
W'L,(Q2)>C,(Q), 


os -1 
o= A dr. (46) 


车 u, vCM A 4/vEM, WAAR Q, 象 在 定理 1. 31 中 一 样 ， 我 
TERA | 
C,(2)>06,(2) 
是 紧 的 ， 因 此 车 上 由 (46) 给 定 , KA 
W'L,(2)>C,(2) 
FÈ. 
TAHE—TERA EHE, CET 引 理 5. 19( 的 m=] 的 情 
形 ). 
8.38 定理 KORR 内 一 个 有 锥 性 质 的 有 界 区 域 , 令 Of 表示 
QE R 内 一 个 维 平面 的 交 , 设 4 是 满足 (26) 和 (27) 的 一 个 六 - 
函数 , 而 4 由 (28) 给 定 ， 令 lap<n, 由 BCH) A )R EH 
数 互 是 一 个 W- 国 数 ， 车 或 者 n-p<k<n 或 者 p=1 Min—-l<k< 
n, MI 
W'L ,(Q)->L,,+/(9*), 
其 中 A(t) =[Aa(t) I]. 
并 且 ， A p>l 而 0 是 一 个 在 无 穷 远 附近 增加 本 质 上 比 A. 
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更 慢 的 六 -函数 , MHRA 

W'L:iCO)>Lo(Q*) (47) 
Fe 
证 明 REA." 2—*N- BBS. uW LO) 
是 一 个 有 界 函 数 , 则 


K= [ul ae in, ake (48) 

我 们 希望 证 明 
KSK fuli, 4,0, (49) 

Ky ARIF u. 因为 (49) 对 特殊 情形 =n 是 已 知 的 (定理 8. 32), 
不 失 一 般 性 我 们 可 以 假设 

K>[als,.o= lula, ww on (50) 
令 @(t)=[4x(t)]' ,gqg 二 np(n 一 ?)， 由 引 理 5.19( 情 形 m= 二 1) 我 
们 有 


Cae 
<fi (A +[o(2)[ 
-xfi E Je (EPN) aeran 
fot) a 
ALF C48) FFE RT ol ls, <le] o 我 们 得 


(j (EPN a Lola 


SEREG aeree] (N, 
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SOE) |g liane +R) 
(51) 
A BE) = CAC] 并 且 利 用 (29) 和 (7), 我 们 有 
Lo’(t)1?=(1/g [Ast) 1 "CA CET? 
=(1/q?)As(t)[1/B"(A.(4))] 
<(1/q?)B (Ax (t)). 
由 (50) 推 出 
[P(ER esj a (Pea 
于 是 Cao’ (lul /K))? |z, o<1/q?. (52) 


今 令 Y(t = At) t, ACE) = Colt) t)’, 易于 验证 
limg(t)/R(t)=0o. 为 看 出 h(t FE O PLA A PRY, 8 = Ax (2), 
而 考虑 


u (Ast) sU Cin) s? 
(ACt)) 一 t [4 4 (rz) a f CB I(r) ] z 
T+1)/n T d 


因为 也 是 一 个 N- 函 数 ，IimB-:(r)/r=co。 因 此 对 充分 小 的 # 值 
我 们 有 


(acerca dt 
| riitveg, P 

0 

因此 存在 一 个 常数 Ks 使 当 #0 
(Ct)) "S/R At) + Kat? 


利用 (50)， 我 们 现在 得 到 | 
Lee, Sarh ae, moles 


Sogo t EH lulle ol 1c 


2K, 
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Ks tala. (53) 


Sk, Fr 
从 (51)--(53) 推 出 不 等 式 
a a ce 
因此 (49) 成 立 ， 推广 (49) 到 任意 UC WL (OQ) wf & E M 8. 32 的 


证 明 那 样 . 

因 BOAC > N-AI EARM, RA 
W'LACQ)>W(Q)>L (9), WEE 6. 2, RRA RAC 
要 2>1)、(47) 的 紧 性 现 可 由 定理 8. 23 推出 . E 
8.39 我 们 以 Donaldson 和 Trudinger [22] 的 一 般 Orlicz- 
Sobolev 空间 人 嵌入 定理 结束 本 章 . 对 一 个 给 定 的 六 -天 数 4 我 们 
定义 入 - 销 数 序列 By, Bi, Bo, 如 下 : 

B(t)=A (t) 


(B) (t)= | Endr, k=1,2, vs 


intl in 
在 每 一 步 我 们 假定 i 
| Bi) Maron, (54) 


1 
(m+! )/n 
0 


HAUS, B, 代 之 以 在 无 穷 远 附近 与 B, 等 价 的 满足 (54) 的 六 -也 
数 ， 令 了 = 了 7(4) 是 满足 


| Ba 


pint yn 


的 最 小 非 负 整数 , TR JAS. 
ou BF 8.37 节 中 定义 的 类 对 ,我 们 定义 空间 CMO) 由 所 
有 这 样 的 函数 ECOMARE: HAE, Deucc,(Q), lal<m. 空 
闻 Om (2 UR UI FEB 
lus Om QD) | =max|Dew C, cA) 
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是 一 个 Banach 空间 ， 
8.40 定理 ROER 内 一 个 具有 锥 性 质 的 有 界 区 域 . 设 4 是 
一 个 N-AR. 

(a) 若 m<J(A), Mj WLA) >L, (Q) BRA WL, (2) 
>Le( 2 ) 对 任何 在 无 穷 远 附 近 本 质 上 增加 比 B 更 慢 的 入 -函数 
C 是 紧 的 . 

(b) E m>J(A), Rl WLC) >C O =C(Q)N LQ). 

(c) 车 只 还 有 强 局 部 Lipschitz HR, AF m>J=JS(A), 则 
WL (Q)>6,""7' (A), eB 


ZOH (B) ay 


o inti yin . 
FE, REVEMA w/veM, BA WL, Q)>C"™ | (OQ) A 
WL ,(Q)>C™ | (Q)ERH, 
8.41 附注 上 述 定理 可 直接 从 定理 8. 32,8. 35 和 8. 36 HEM. 并 
B REHA E, RE Li RIIE WE, (Q)>£, (9), AS 
车 uCW' EO), EZM 8. 32 证 明 中 由 (37) 定 义 的 序列 {ws} 收敛 
Bu. FF WLO) SAEZ WELD). RHE 8. 40 OAM 
限制 亦 成 立 . 
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10. 
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Almost everywhere 几乎 处 处 16 
Approximation theorem 和 逼近 定理 17 
for Lebesgue spaces Lebesgue 空间 的 ~ 32,36 
for Orlicz space Orlicz 空间 的 ~- 285 


for Orlicz-Sobolev Spaces ,Orlicz-Sobojlev 空间 的 ~ 293 
for Sobolev spaces Sobolev 空间 的 ~ 61, 63, 67, 245, 247 


Aronszajn 261 

Ascoli-Arzela theorem Ascoli-Arzela 定理 12 
Banach algebra Banach 代数 136 

Banach Space Banach 空间 5 

Besov, O. V. 260, 266 

Besov space Besov 空间 213, 266 

Bessel potential Bessel 位 势 261,263 

Bochner integral Bochner 积分 214 

Boundary 边界 2 

Bounded operator ARAF 10 

Browder, F. E. 83, 93 

Calderón, A, P. 99, 106, 108, 262, 264 

Calderon extension theorem Calderin 延 拓 定理 ， 108 
Calderon-Zygmund inequality Calderén-Zygmund 不 等 式 ， 
Capacity 容量 182 

Cartesian product HEAR 9 

Cauchy sequence Cauchy 序列 5 
Characteristic function EA% 17 

Clark, C.W. 211 

Clarkson’s inequalities Clarkson 不 等 式 43 
C*-regularity Cn- 正则 性 79 

Compact imbedding TKA 10 
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108 


Compact imbedding theorem REKATE 
for continuous function spaces 连续 函数 空间 的 ~ 12 一 13 
for Orlicz-Sobolev spaces Orlicz-Sobolev 空间 的 ~ 
296, 299, 304, 307 
for Sobolev spaces Sobolev 空间 的 ~ 
172—173, 181, 189, 194, 195, 199, 200, 204 
Compact set ZE 7 
Compact support 紧 支 集 2 
Complementary N-function žb N-A% 273 
Complete orthonomal system 完全 的 标准 正 交 系 208 
Completeness 完备 性 5 
of Lebesgue spaces Lebesgue 空间 的 ~ 31 
of Orlicz spaces Orlicz 空间 的 ~ 278 
of Orlicz-Soboiev spaces Orlicz-Sobolev 空间 的 全 292 
of Sobolev spaces Sobolev 空间 的 ~ 52 
Completion 完备 化 5 
Complex interpolation method AAA 213, 264 
Cone 锥 77,113 
standard 标准 全 147 
Cone property 锥 性 质 78 
uniform 一 至 一 78 
Conjugate exponent SEM FBR 27 
Conjugate N-function ita N-e% 294 
Continuous functional EA 3 
Convergence Wye Oe tE 
in the sense of (Q) 在 多 (9 首义 下 的 ~ 22 
norm 范 数 ~ 5 
weak ~ 7 
Convexity 凸 性 
local 局 部 ~ 3 
uniform -H~ 8 
Convolution ASFA 34, 106, 238 
. 315» 


Countably additive 可 数 可 加 的 ”15 
Cusp 尖 点 144,146 
exponential bar~ 144 
standard p~ 146 
Cylindrical Coordinates REAR 147 
A-regular A-EM] 276 
A,-condition A-A fE 275 
Dense 稠密 5 
Derivative 导数 
of a distribution 广义 国 数 的 ~ 24 
distributional 广义 国 数 意义 下 的 ~ 25,215 
weak I~ 25 
Distribution OM PAR 22 
| tempered 适度 ~ 263 
Distributional derivative PM BRM PAG 25,215 
Domain 区 域 1 
Dominated convergence theorem 控制 收敛 定理 20 
Dominating N-function 控制 入- 函数 274—275 
Donaldson, T.K 294 
Dual space SHAS 3 
of a Lebesgue space Lebesgue 空间 的 ~ 46, 48 
of an Orlicz space  Orlicz 空间 的 ~ 285 
of an Orlicz-Sobolev space Orlicz-Sobolev 空间 的 全 293 
of a Sobolev space Sobolev 空间 的 ~ 54—59 
Ebrling, G. 83, 89, 93 
Embedding RA (i Imbedding) 
e-net e- 8 
Equivalent N-function 等 价 从 - 国 数 275 
Equivalent norm 等 价 范 数 4,9 
for Sobolev Spaces Sobolev 空间 的 93, 189, 255, 267 
Essential rate of increase ARMS 275 
Essential Supremum 本 性 上 确 界 28 
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Essential bounded 本 性 有 界 的 28 
Extension operator WRAL 98 
Extension theorem 延 拓 定理 99, 104, 108, 252 
Fatou’s lemma Fatou 3| 理 20 
Finite cone AR 77 
Finite «-net 有 限 e- 阅 8 
Finite width. 有 限 宽 190 
Flow 流动 203 
Fourier transform Fourier 变换 262 
Fractional order spaces 分 数 次 空间 213 
Besov spaces Besov 空间 213, 266 
Nikol’skii spaces Nikol’skii 空间 269 
Sobolev spaces Sobolev 空间 244, 246—247 
spaces of Bessel potentials Bessel 位 势 空间 261, 263 
Fringe WE 193 
-Fubini’s theorem Fubini 定理 21 
Functional ZA 3 
Gagliardo, E. 80, 83, 89, 112, 116, 118 
Hahn-Banach extension theorem Hahn-Banach 延 拓 定理 
Hestenes, M. 99 
Hilbert space Hilbert 空间 5 
Hilbert-Schmidt imbedding Hilbert-Schmidt #RA 212 
Hilbert-Schmidt operator Hilbert-Schmidt 算 子 211 
Holder condition Holder 条 件 11 
Holder’s inequality Holder FÆ 27, 278—279 
reverse form ~ 的 逆 形 式 ”28 
Homogeneous function 齐 次 函数 111 
Imbedding RA 10 
compact Z~, 也 见 紧 内 入 定理 10 
Hilbert-Schmidt Hilbert-Schmidt ~ 212 
trace w~ 118 
Imbedding constant PAH He 114 
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Imbedding inequality, weighted norms BATZA 带 权 范 数 
151, 158, 164, 166 
Imbedding theorem ie A Ze l 
for Besov and Nikol’skii spaces Besov 和 Nikol’skii 空间 的 ~ 
268—269 
for continuous function spaces 连续 国 数 空间 的 人 12 一 13 
for cusp domains week ADR AY~ 149—150 
direct and converse 正 的 与 反 的 ”260 一 261 
for Lebesgue spaces Lebesgue 空间 的 ~ 29—30 
for Orlicz spaces Orlicz 空间 的 ~ 279, 282 
for Orlicz-Sobolev spaces Orlicz-Sobolev 空间 的 ~ 
296, 299, 303, 304, 307 
for Sobolev space W™? Sobolev 空间 W™? p~ 114—-115, 287 
for Sobolev space W*? Sobolev 空间 W? 的 ~ 260—261 
Infinitesimal generator 无 穷 小 生成 子 217 
Inner product AR 5 
lntegrability 可 积 性 
Bochner Bochner ~ 215 
Lebesgue Lebesgue ~ 18, 20 
local 局 部 ~ 23,215 
Integral 积分 
Bochner Bochner ~ 214,215 
Lebesgue Lebesgue ~ 18,20 
Interpolation inequatity APS 83, 88, 89, 92, 93, 95, 97 
Interpolation method 内 揪 法 
complex 复 ~~ 213, 264 
teal X~ 213 
trace 迹 ~ 213—214, 223 
Interpolation space 内 捅 空间 225 
Interpolation theorem AMEME 
between Banach spaces Banach 空间 之 间 的 一 225, 265 
involving compact subdomains 包含 紧 子 区 域 的 ~ 95,97 
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between spaces L»? 空间 Lo? Zi ~ 265—266 

between spaees W™? 空间 W™? 之 阁 的 全 88, 89, 92, 93 
Isometric isomorphism 等 距 同 构 4 
Kernel 核 =244,255—260 
Kondrachov, V.I. 172 
Rellich-Kondrachov theorem Rellich-Kondrachov 定理 172 
A-fat cube /4- 丰 满 的 正方 体 194 
Lebesgue dominated convergence theorem Lebesgue 控制 收敛 定理 

20 

Lebesgue integral Lebesgue 积分 18,20 
Lebesgue measure Lebesgue 测度 16 
Lebesgue spaces Lebesgue 空间 26, 28 
Leibniz formula Leibniz 公式 2,25 
Lichenstein, L. 99 
Linear functional iti 3 
Lions, J. L. 65, 214, 262 
Lipschitz property Lipschitz 性 质 78 
Lizorkin, P.I. 261 
Local integrability 局 部 可 积 性 23, 215 
Localization theorem 局 部 化 定理 247 
Locally convex TVS 局 部 目的 TVS 3 
Locally finite 局 部 有 限 77 
Lusin’s theorem Lusin 定理 17 
Luxemburg norm Luxemburg 范 数 278, 300 
Magenes, E. 214, 262 
Maurin, K. 210 
Measurable function Ay WUE 16, 20, 214 
Measurable set 可 测 集 16 
Measure TWEE 15 

Complex 复 ~ 15 

Lebesgue Lebesgue ~ 16 

positive 正 ~ 15 
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Meyers, N. 52, 61 
Minkowski’s inequality Minkowski 不 等 式 27 
reverse form ~HE 28 
Mollifier 软化 子 34 
Monotone convergence theorem 单调 收敛 定理 20 
Morrey, C.B. 112,115 i 
Multi-index 多 重 指标 1 
N-function N- 国 数 272 
Nikol’skii, S.M. 213,269,270 
Nirenberg, L. 83,89 
Norm 范 数 4 
equivalence 一 的 等 价 性 4 
Normable space AT RICA A 4,9, 93,189, 255, 267 
Normed dual WEIB 6 
Normed space. Rita 4 
Norm topology 范 数 拓扑 4 
Operator Ap 10 
bounded 有 界 ~~ 10 
compact z~a 10 
completely continuous 完全 连续 ~ 10 
extension p~ 38 
imbedding A~ 10 
Orlicz class Orlicz 类 276 
Orlicz space Orlicz 空间 271, 278, 282 
Orlicz-Sobolev space Orlicz-Sobolev 空间 ”292 一 293 
Orthonormal system 标准 正 交 系 208 
Parallelepiped 平行 多 面体 77 
Parallelogram law 平行 四 边 形 定律 5 
Partition of unity 单位 分 解 64 
Polar set 极 集 65 
Precompact set 准 紧 集 7, 36, 39, 287 
Product A 
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Cartesian HRR~ 9 
inner A~ 5 
Quasibounded domain WAAR 178 
Quasicylindrical domain 拟 柱 形 区 域 190 
Radon-Nikodym theorem Radon-Nikodym 定理 20—21 
Reflexivity ARIE 7 
of Lebesgue spaces Lebesgue 空间 的 ~ 50 
of Orlicz spaces Orlicz 空间 的 ~ 284 
of Orlicz-Sobolev spaces Orlicz-Sobolev 空间 的 和 ~~” 293 
of Sobolev spaces Sobolev 空间 的 ~ 54,245 
of trace interpolation spaces 迹 内 播 空 间 的 ~ 227 
Regularization 正则 化 34 
Rellich, F. 172 
Rellich-Kondrachov theorem Rellich-Kondrachov 定理 172 
Riesz representation theorem Riesz 表示 定理 6 
for Hilbert space Hilbert 空间 的 ~ 6 
for Lebesgue Space Lebesgue 空间 的 人 48 
Scale of spaces 空间 的 外 壳 225 . 
Schwartz distribution Schwartz (人 分布) 广义 函 数 22 
Second dual 二 次 对 侦 6 
Seeley, R. 99,102 
Segment property 线段 性 质 78 
Semigroup of operators 算 子 半 群 216 
Separability 可 分 性 5 
of Lebesgue spaces Lebesgue 空间 的 ~ 32 
of Orlicz spaces Orlicz 空间 的 ~ 285 
of Orlicz-Sobolev spaces Orlicz-Soboley 空间 的 人 293 
of Sobolev spaces Sobolev 空间 的 ~ 54 
Serrin, J. 52, 61 
o-algebra o-fRE 15 
Simple extension operator fay He KE Hy BAF 98, 108 
Simple function 简单 函数 17,214 
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Smith, K.T. 261 
m-Smooth transformation mee eh 74 
Sobolev, S. L. 51,112 
Sobolev conjugate N-function Sobolev jki N- 函 数 294 
Sobolev imbedding theorem Sobolev k AM 112,114—115 
limiting case 一 的 极限 情形 287 
Sobolev inequality Sobolev (78:0 123 
Sobolev space Sobolev 空间 31 
equivalent definitions  ~y‘E fire 2 6l 
fractional order 分 数 次 和 213,244, 245, 246 
integral order BER et 51 
negative order 负数 次 下 58,59 
Spherical coordinates BRAGG {51 
Spiny urchin HIRATA KER 182 
Stone-Weierstrass theorem Stone-Weierstrass 定理 12 
Stream line EK 203 
Strong extension operator Mae AG 98 
Strong local Lipschitz property 强 局 部 Lipschitz 性 质 78 
Subspace 了 空间 6 
Support 支 集 2 
Tempered distribution EY Le 263 
Tesslation 用 字形 划分 125, 193 
Testing function REA 22 
Topological vector space (TVS) _ 折 扑 向 量 空 间 (TVS) 3 
Total extension operator EER 98, 104 
Trace 迹 113, 222, 223 
on the boundary 在 边界 上 的 ~ 134, 135, 257—259 
higher-order ii~ 235,237 238 
interbolation method WA hid 214, 223 
interpolation space ok AVR SS 223, 236—237 
on a subspace FEF: 2S la] Efe 113,133 
Transformation of coordinates Ash UHR 74—75 
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Trudinger, N. S. 272,287, 293 


Uniform C"-regularity -3x Cm- 正 则 性 79 
Uniform cone property TL 78 
Uniform convexity 一 致 由 性 S 


of Lebesgue spaces Lebesgue ZEH 40,45 
of Sobolev spaces Sobolev 党 间 的 ~ 54 
Uspenskii, S$. V, 260 
Vector sum of Banach spaces Banach 空间 的 向 量 和 
Volume 体积 16 
Weak convergence gale ay 7 
Weak derivative 弱 导 数 25 
Weak sequential compactness PORE 7 
Weak-~star topology BB hee 3,22 
Weak topology imi 7 
Young’s function Young 半数 271, 300 
Young’s inequality Young 人 不等式 274 
Young’s theorem Young 定理 196 
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